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本 败 傈 根据 菩 联 国立 技术 理 答 玫 籍 省 版 各 《TocykapcTBeaHoe 
HANATOIDOTRO TOXHEKOTe0D6TKSOCEOK IETeDaMTYDH 1948 企 出 版 的 
阿 蒂 尝 儿 (HH. HH. Axnesen) 营 “ 委 历 商 数 贰 巍 要 ” (DHEMEHTE Te0DHH z 
8IIHITHSeCKEX 出 yEKIEH) 吐出 的 。 原 书 保 苏联 工程 师 物理 数学 园 
书 之 一 ,可 供 工程 师 作 篇 参考 赛 之 用 。 

本 章 由 西北 大 学 数学 条 放大 容 \、 入 焉 合 波 , 趋 术 榨 校 条 。 
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椭 轿 画 数 验 是 相当 简单 的 数 举 科 目 。 学 者 无 需 习 惯 礁 抽 象 的 
数学 研究 就 能 狗 了 解 它 。 而 且 如 果 把 某 些 特 殊 的 理论 问题 放 到 一 
省 不 管 的 话 ,就 级 需 具 有 许多 数学 的 预备 知识 。 尤 其 是 ,本 害 是 各 
样 辐 窟 的 ,凡是 知道 数学 分 析 以 及 揽 沟 画 数 论 基 本 原理 的 人 ,在 芒 
它 的 主要 罗 章 时 就 不 威 到 困 炊 。 而 数 举 分 析 和 与 祝 烛 画 数 宜 的 知 斌 
是 物理 数 府 系 与 某 些 高 等 工业 举 校 的 学生 茂 满 三 年 就 已 具备 了 
的 ; 和 垢 些 知识 也 是 那些 在 自己 工作 中 必须 利用 数学 的 工程 师 们 所 
具 人 备 的 。 本 叫 也 就 是 以 过 些 方 面 的 莽 者 篱 目标 而 稿 的 。 

本 毒 跌 然 收 在 “工程 师 物 理 数 学 六 尼 “中 ,当然 业 不 是 琢 , 椭 图 
画 数 疮 的 知识 是 每 个 工程 师 所 必需 的 。 但 椭圆 西数 芥 的 知识 对 许 
多 工程 师 是 非常 有 用 的 。 只 要 提 到 构图 沽 序 器 的 近代 计算 法 序 足 
以 说 明 过 一 点 。 演 些 计算 法 以 了 I. A. 契 具 雪夫 (de6rmep) 和 也. 工 . 
束 上 劳 塔 记 夫 (3ozrorap 缉 ) 的 卓越 研究 的 精 和 和 精 果 篇 基础 ,而 冰 些 硫 
完 是 天 礁 连 灶 画 数 利用 有 理 分 式 的 最 佳 接 近 法 。 但 台 了 解 壮 些 研 
完 , 椭 图 画 数 交换 的 理论 是 必需 的 。 

本 叫 的 某 灵 章 节 可 能 是 困 闪 的 。 只 光 应 用 感 典 趣 而 且 只 想 稍 
籁 闪 葵 一 下 理论 ,以 便 学 会 利用 公式 者 的 人 可 只 研究 前 六 章 ; 而 且 
第 二 章 与 $8§ 29, 30 只 翻 开 一 下 就 移 了 。 1 

本 书 附 有 公式 胡 。 我 建议 读 基本 课文 时 ， 请 顺便 但 留心 地 灵 
识 一 下 过 些 表 ,在 课本 中 未 访 明 的 那些 公式 ,请 自行 验 浴 。 过 是 有 
繁 的 彝 习 ,从 另 一 方面 看 , 也 可 使 以 后 应 用 过 些 表 时 要 容易 些 , 因 
需 演 样 芒 者 将 来 会 很 好 地 知道 ,要 找 什么 ,到 哪儿 去 找 。 
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除 表 而 外 ， 本 嘎 另外 蚂 有 一 个 附录 一 一 解析 丽 数 沦 捕 要 。 温 
是 专 篇 那些 在 研究 椭 图 面 数 之 前 需要 重 漫 一 般 补 杰 画 数 窒 的 读者 


而 篇 的 。 ~ 
最 后 我 特 向 B. 攻 , 巴 希 冲 格 (Banrar) 致 以 其 戴 的 谢 忱 ， 他 校 
该 了 会 部 手稿 兹 作 了 车 干 修正 。 
: H. HI. 阿 希 泽 泵 
Ww 


第 一 章 “” 概 圆 画 数 的 一 般 定理 


1， 嘿 值 解 析 画 数 的 沁 期 “今生 如 果 没 有 相反 的 预先 声明 ,我 
们 所 指 的 函数 是 单 值 解析 画 数 , 它 的 奇遇 点 在 有 限 距 见 内 没有 极 
限 点 。 若 fw) 是 过 样 的 一 个 画 数 , 且 在 它 的 每 一 正 旭 贴 磺 有 下 
烈 等 式 成 立 : 
7 十 2c) = f(v) ? 
过 豪 浊 2% 是 常数 , 旭 画 数 Cw) 叫做 通 期 画 数 ,而 2w 叫做 它 的 遇 
期 。 : 
L 洲 QW] ，202，…，2co， 
全 是 画 数 f (uv) 的 过 期 ,期 对 礁 任 意 的 整 散 M1 2， Nh, 其 
21023101 十 27122002 TF Mn On, | 
容易 署 出 来 也 是 它 的 明 期 。 / 
车 QW)，g(w) 均 有 届 期 2%, 则 下 殉 各 画 数 的 过 期 也 是 2w: 
ft+O), FO E90W, FO go 站， f'(W). 
我 们 把 最 合 的 一 个 渝 断 ， 作 篇 例子 来 苯 明 一 下 。 篇 此 , 取 画 数 
上 Cas) 一 上 OO 


有 而 的 是 凡 名 此 加 款 具 有 浊 20% 。 ” 故 在 世 的 每 一 正 旭 点 4% 
不 有 下 列 等 式 成 立 : 
t+ —f(v+20) _ fl(v+h) —f(%) 
hh 心 


现今 菩 要 取 和 营 几 一 0 放 的 村 限 就 入 了 
我 们 将 媳 明 : 不 是 常数 的 画 数 不 能 有 和 钴 祷 小 的 明 期 ， 换 句 话 
(7) 
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广 , 就 是 将 证 明 : 当 灵 每 一 个 不 是 常数 的 本 数 (uw) 有 滥 样 的 >0 
存在 ,使 夯 数 .fo 的 任 一 过 期 (除去 无 足 轻 重 的 等 於 雳 的 尝 期 ) 适 
合 套 不等式: : 
|206| > 。 
侈 丙 过 命题 人 不成立。 裔 f(w) 有 不 是 零 的 过 期 : 
201， 20,, - 2 ， so 
H. Lm 2w,=0, 


并 一 Oo 


国 需 多 放 画 数 了 的 任 一 正 有 旭 点 
f+20) —f 0 =0, 
by f (ut+ 20,) —f (4) ~ 
所 以 2 =0， 


故 在 男 数 了 的 任 一 正 旭 点 公有 
f'(u) =lim to D0, 
过 是 不 可 能 的 , 因 .Fo 不 是 常数 。 


可 内 


是 以 2w 作 通 期 的 最 简单 画 数 的 例子 。 避 画 数 的 每 一 个 遇 期 都 是 
2mo 的 形状 , 恰 豪 潍 m 是 整数 。 演 样 ,在 所 论 情 形 ,有 一 原始 通 基 
存在 , 朗 2 。 另 外 的 每 一 个 迪 期 都 是 明 期 2 的 整数 局 。 所 以 所 
考察 的 画 数 可 以 叶 做 单 过 期 画 数 。 

今 有 一 问题 发 生 : 是 否 有 原始 过 期 的 数目 % 大 帮工 的 画 数 存 
在 呢 ? 若 每 一 个 迪 期 都 是 过 “{ 个 过 期 的 一 次 糙 合 ,其 傈 数 都 是 束 
数 , 而 且 泪 不 是 每 一 过 期 都 能 用 少 认 n 个 周 定 过 期 的 导 样 的 一 次 
结合 表示 时 , 姑 我 们 吐 壮 个 明 期 篇 原始 抽 期 。 

址 个 问题 的 答 委 是 : 具有 >3 个 原始 过 期 的 画 数 不 存在 ; 至 
谍 具 有 南 个 原始 授 期 的 夯 数 , 它 歼 能 在 道 雨 个 负 期 的 比 不 是 实数 
时 , 才能 存在 。 第 二 币 定 m=) 的 否定 部 份 与 第 一 制定 (n 之 3) 构 
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成 雅 各 比 (Jaeobi) 的 一 个 定理 的 内 容 。 

2， 收 各 比 定理 的 栈 明 ”我们 将 用 复数 平面 上 的 点 表示 已 知 
画 数 /(w) 的 过 期 。 过 时 槛 数 硅 面 上 任意 有 限 部 份 内 负 期 点 的 个 
数 医 是 有 限 个 , 因 篇 , 否 央 它们 移 有 有 限 栎 限 点 , 因 之 肌 期 的 序 
列 {2o,} 存 在 , 此 序列 具有 有 限 权 限 ,过 就 是 说 ，f(w) 具有 无 密 小 
的 届 期 

2(aw, 一 Own) m,n—> 00), 
各 是 不 可 能 的 , 因 假 定 了 (Ww) 不 是 常数 。 

oti 20o 且 若 察 遇 期 2mw (m== 土 1， 

…); 迁 些 通 期 点 全 在 某 一 直 穆 2 上 。 日 然 有 二 种 情形 发 生 : 
. 1 Wi f(w) 的 过 期 全 在 直入 Z 上 ;〈 2 ) 画 数 f(w) 的 这 期 不 全 
在 直 儿 和 上 。 

今 先 研究 第 一 种 情形 。 因 居 在 直入 2 上 由 点 - 一 2。 至 十 264 的 
粮 段 上 ,根据 上 面 的 有 明 , 和 灾 有 有 限 个 抽 期 点 , 故 可 求 出 模 数 篇 最 
小 的 一 个 册 期 ,我们 依 偶 取 2o 是 站 样 一 个 遇 期 半 闻 不 破 境 普 裔 
性 。 因 篇 遇 期 全 在 直入 2 上 , 故 全 可 必 3t 的 形状 表示 出 来 ,过 襄 
滤 上 是 实数 ; 同时 t 满足 不 等 式 | 计 之 1, 因 篇 根据 条件，2w 是 具 
有 最 小 模 数 的 一 个 过 期 。 我 们 往 证 明 t 焉 能 取 整 数 。 由 此 推出 
2w 是 原始 遇 期 ,是 f(w) 是 单 遇 期 画 数 。 

命 t=m+7, 

站 喜 朱 m 十 整数 且 0 入 ?<t。 因 篇 除 了 2 如 以 外 还 有 2ma 也 是 
f(w) 的 过 期 , 故 

970=2t0— 2m z 
也 是 一 个 过 其 ,但 党 0<7< 工 上 时 ,根据 我 们 的 规定 ,得 是 不 可 能 的 。 
故 7 一 0, 序 是 整数 。 

再 转移 到 第 二 情形 。 届 jw 的 遇 期 不 公 在 直 粮 2 上 , 用 2% 
表示 不 在 2 上 的 过 期 之 一 , 且 研 究 以 0、2w、2w' 作 厦 点 的 三 角形 。 
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在 莹 一 个 二 角形 的 兆 上 及 内 部 我 们 已 朋 了 区 可 能 具有 有 限 个 过 
期 占 。 由 三 角形 内 部 (或 洲 上 ) 取 任 一 个 明 期 点 以 代替 我 们 三 角形 
的 顶 占 之 一 ,就 得 出 类 似 的 一 个 三 角形 在 它 的 内 部 有 较 少 数目 的 


遇 期 点 。 得 榜 炎 线 下 去 ,我 们 一 定 可 得 到 一 个 三 角形 ,如 果 不 算 它 


ge zr2wy 的 顶点 , 划 在 宅 的 内 部 及 滤 上 没有 


遇 其 点。 我 们 可 不 失去 任何 普 副 性 
而 取 原 先 以 0、2%、2w' 作 顶 点 的 三 


0 Zw 角形 篇 导 样 一 个 “ 空 ”的 三 角形 。 令 

1 作 一 下行 四 移 形 , 命 其 顶点 篇 0、 
2w，2w 十 2w'、2w!' (图 1)。 则 前 渴 所 研究 的 以 0、2w、2w' 作 顶 点 
的 空 三 角形 篇 斑 行 四 滤 形 “ 左 浪 的 ”一 御 。 我 们 可 肯定 平行 四 秋 形 
: 右 滤 的 ”一 全 也 是 空 的 三 角形 , 印 如 果 我 们 不 算 硕 点 时 在 避 一 三 
角形 内 部 和 滤 上 全 没有 遇 期 点 。 事实 上 , 若 平行 四 渡 形 右 温 的 一 
牢 有 一 个 遇 期 点 2w1, 则 左 滤 的 一 定 有 一 个 过 期 点 2 十 2o/ 一 
一 20@1 一 2%z, 但 由 作 图 时 的 规定 , 左 演 的 一 个 是 空 的 。 故 所 作 的 
平行 四 当 形 是 空 的 。 今 取 我 贴画 数 的 任 一 过 期 2 ， 则 2o* 能 ， 
且 窗 能 用 一 种 方法 将 它 表 成 以 下 形式 : 

2 =2tw+ 2t0w'，, 


其 中 tt 双 是 实数 。 汗 种 表示 等 从 将 向 量 2 沿 着 向 量 2% 及 


2w 分 解 。 
车 我 们 能 证 明 tf、# 是 整数 , 剧 可 断定 当 我 们 慎 十 种 情形 的 第 
二 种 情形 实现 时 原始 明 期 的 个 数 篇 二 ,而 其 比 不 篇 实 散 。 慎 样 , 牙 
各 上 比 定理 就 完全 证 明了。 
站 样 , 命 
ti=m+7r, t=m+7, 
过 豪 兆 m、m' 是 整数 , 且 0<7<1，0<r'<1， 委 们 大庄 导 


Tr 二 个 二 0 。 


ee whee me re ee hr iol i ThE 于 于 4 盾 生 者 | 生理 天下 P 和 HT -和 玫 全 TEST 3 二 aem TA mt Pn rh ar - 浊 军 再 昌 中 -有 ， :站 
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因 2mo、2m'w' 是 而 数 fC) 的 届 期 ， 履 于 的 数 志 是 沁 期 ， 
2 一 2 一 27100 一 2 一 270 十 27 0 
过 期 点 2w1i 在 我 们 所 作 的 以 0、20、20 十 20 、2 山顶 点 的 在 行 四 
和 形 内 ,更 因 温 一 平行 四 选 形 是 容 的 , 故 应 与 演 一 下 行 四 滤 形 的 顶 
点 之 一 重合 。 因 此 数 ”、7 应 各 等 於 雾 或 工 。 由 不 等 式 
0<7<1,， 0<r <1, 

故 得 六 一 0， 一， 
竹 就 是 所 要 苯 明 的 。 

8. 西 他 图 数 ”三 角 和 级 数 是 过 期 画 数 的 很 好 的 例子 。 要 各 
们 研究 用 以 界 说 西 他 国 数 的 三 角 报 数 。 我 们 取 


( 1 ) (9) 一 四 (0 T) 一 ln TF2mv) mt , 


作 和 需 基 本 的 西 他 画 数 。 过 喜 滤 "是 自 构 数 ,而 * 是 参数 , 它 的 虚数 
部 份 是 正 的 : : 
ST>0 。 
在 这 条件 下 , 量 
万 一 ostr 
的 绝对 值 小 谎 1 得 使 得 被 研究 的 授 数 对 认 任 意 的 有 限 的 9 绥 针 
站 做。 : : 
不 将 将 #4(v) 改 高 成 形式 ; 
Vs (Vv) 一 荆 十 29h cos rv + Qh cos dwy 2 cos 6zr + 
适 样 , 8,(v) 是 » 的 偶 超 越 整 画 数 , 它 的 过 期 是 1 。 
由 (1 )， 
Yel 十 T) 一 DD OMT TINRVTINTI RE 一 - 
== EC 一 iT 十 20) 3 pm+I)r+2(mt vl = 


Se i 
= BC 一 IT 二 27) > Ertan 


放 二 一 0 
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所 以 我 们 看 出 来 
(2) BV+T) =0 "Ot (v), 
把 (2 ) 的 雨 洪 取 对 数 ,然后 在 雨 洲 求 关於 v 的 二 航 尊 数 , 央 得 出 等 
式 Da 
| ts 
因 篇 另外 还 有 ， 


《0 


二 
故 pV) = a In $s(%) 


是 用 1、_zr 作 过 期 的 画 数 的 一 例 , 且 1 、r 的 比 不 是 实数 ; 得 是 一 个 
双 肖 期 画 数 。 话 注意 , 9p(v) 是 有 理 型 画 数 ; 泛 是 由 帮 bs(w) 需 整 
责 数 而 得 出 的 0。 
除去 gs(o) 外 ,我 们 再 导入 三 个 西化 面 数 
8o(o) 一 po(o17)， 
(一 DT)) 
ds(V) =V2V|7)o 
它们 可 用 下 瀑 的 等 式 界 说 之 ， 


do(v) = so 十 3 , 


一 gif 一 二 了 1— 
d= (tg, (0 2 7), 


Bo 一 ee (*- 总 0 


由 上 海 的 定 闵 ,我 们 不 赚 得 出 所 有 西 他 画 数 的 福利 哀 级 数 的 展开 ， 


@ 困 bs() 是 整 本 数 ， | 
7 cln Daly) 


仅 有 的 何 汪 点 是 一 拆 的 梅 点 ， 和 8440) 的 夫 味 。 故 函数 9(v) 仅 有 的 奋 
里 由 是 二 禾 的 极点。 


4 
人 
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oC Ti 一 


也 不 闪 济 由 奥 三 角 浊 中 大 家 都 知道 的 及 式 相关 但 的 简化 公式 , 过 
些 公 式 完 全 包 合 在 第 VTII 玫 内 ( 附 人 了)。 
令 再 提出 下 面 的 事实 以 结束 本 凶 , 上 比 
io) 一 ， Pp2(V) 一 5 ya (0) = Be ) 
由 第 YIII 表 中 所 列 的 公式 可 知 ,满足 下 面 的 等 式 : 
pa 十 二 一 一 Di piv9+7) =91(9), 
ys(4 十 了 一 一 pa(o pelVT+T) = — p21V), 
psCVTI)=90), paWVTT)= pv), 
故 图 数 TU) 上 共有 过 期 2、 T, 历数 gal) 具有 通 期 3、 工 十 T， 最 后 ， 
柄 数 ps(v) 具有 过期 1、27 。 画 数 px(%2) 的 每 一 个 均 篇 有 理 型 责 
数 。 慎 样 我 们 得 出 有 理 型 色 遇 期 画 数 存在 的 第 二 个 证 明 。 
有 理 型 链 遇 期 画 数 外 做 查 圆 画 数 。 示 入 衣 的 起 源 将 在 人 后浪 解 
释 。 
4， 留 本 路 定理 ”我们 将 研究 具 原 始 遇 期 2。、2w 的 椭 图 酚 
数 , 且 如 果 没 有 相反 的 预先 说 明 , 即 刘 篇 比 z= 号 的 虚数 部 份 入 


正 数 。 取 复数 平面 上 的 某 一 点 。 且 以 ec 十 ao、e 十 2 十 2o/、o+ 
+2w' 篇 顶点 9 作 一 平行 四 竹 形 。 由 平行 四 稳 形 的 四 个 顶点 刻 久 
下 顶点 c ,其 合 三 慎 点 至 际 去 , 而 其 四 四 天 窗 留 下 相交 谎 6 之 二 
滤 。 浊 计 的 同时 做 本 人 四 形 或 和 有 四 小 形 . 
车 


UW = IM QM! 
其 中 m、m 是 整数 ， 如 我 个 吓 w、w" 并 认 肖 其 20、20 乱 等 条 的 
或 等 价 的 ,站 写 篇 


ww (mod 20，20 )。 


pa, 


® 车 入 纪 >0, 则 由 项 点 到 另 一 项 点 的 转 再 风衣 绕 不 行 四 过 形 境界 的 还 向 相 
局 。 
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由 我 们 的 基本 平行 四 波形 的 定义 ,在 其 内 建 一 对 等 价 点 都 谤 有 。 
男 一 方面 ,无 葵 点 4 是 什么 样 的 ,在 基本 奉行 四 瀑 形 内 糠 可 求 出 一 
中, 而且 当 然 也 蒂 能 有 一 点 和 它 等 价 。 事 实 上 ,可 求 出 雨 个 实数 友 
# 适合 雁 
uw—c=2tw+2t0w,， 
如 命 
f=m+7, =m +7!, 
过 训 下 mm、m' 是 整数 且 0<7<1、0<w <1, 项 得 出 : 
u— (C+2ro+2r 0 = m2 2 。 
故 点 4 和 咒 : 
c+ 270 + 27 0 

等 价 , 且 熏 者 在 基本 平行 四 滤 形 内 。 

研究 查 圆 画 数 时 ,我 们 可 底 在 任 一 基本 平行 四 渡 形 内 丈 讨 匾 
七 。 

基本 和 盏 行 四 瀑 形 的 起 始 顶点 。 是 任意 的 。 由 礁 半 种 任意 性 ， 
我 们 可 作 一 基本 在 行 四 潍 形 ,使 在 它 的 渴 上 夯 数 不 等 礁 预 先 指出 
的 数值 , 例如 不 是 无 罕 大 。 遵 种 挑 导 过 期 奉行 四 滤 形 的 方法 是 可 
能 的 , 因 乱 柳 圆 夯 数 像 每 个 有 理 型 本 数 一 榜 ,在 某 一 有 界 的 领域 内 
取 宅 的 每 一 值 都 是 取 有 限 次 。 

关於 通 期 等 包 的 所 有 点 一 一 通常 说 一 一 作成 于 面 上 的 正规 和 肥 
或 点 碍 。 半 放 遭 梯 的 每 一 系 ; 有 某 一 个 下 行 四 渡 形 三 与 之 浔 应 , 胆 
些 盏 行 四 滤 形 彼此 溃 千 着 闭 在 全 平面 上 。 

衣 了 (w) 是 椭 图 画 数 ，2w%、2w' 是 它 的 原始 明 期 , 且 迁 样 地 氟 

选 基本 盏 行 四 渡 形 ,使 在 它 的 滤 上 (ww) 篇 正 央 的 。 

求 fu) 治平 行 四 滤 形 境界 的 积分 。 由 柯 西 (Cauchy) 定理 ， 
积分 的 车 果 等 谎 在 平行 四 渴 形 内 所 有 杜 点 硕 夯 数 jw 的 留 数 之 
和 乘 以 2 之 积 。 在 另 一 方面 : 
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[ro] os] so 
+) ,， 7GDau+| favo 


十 人 2 风 十 全 


在 第 三 个 积分 内 应 用 代替 %=" 十 2 因 Jo 二 2o') = 了 (%) 故 得 
[7 f=] ,fot20)a=) ,fm 


故 第 三 个 积分 与 第 一 个 积分 相 消 。 同 梯 第 二 个 积分 与 第 四 个 
积分 相 测 。 故 
| f(adv=0., 


所 以 Fo) 在 补考 察 的 平行 四 滤 形 内 各 极点 熙 留 数 之 和 稚 从 屠 ， 
由 基本 平行 四 渡 形 的 定义 坪 稠 行 的 滤 裕 有 一 滤 属 於 基本 平行 四 瀑 
形 。 故 上 述 的 定理 当 基 本 平行 四 兆 形 的 境界 上 上 共有 李 点 肝 也 鞭 。 
只 须 取 所 有 标 黑 在 基本 和 平行 四 渡 形 上 (但 不 路 是 在 平行 四 渡 形 
内 )。 
由 汝 一 定理 着 出 重要 的 推 苔 。 当 任 一 贺 数 在 某 点 之 值 篇 4 
时 ,我 们 把 该 点 时 做 画 数 的 a 值 点 。 : 

1” 取 下 渴 的 椭 图 男 数 以 代 禁 椭 图 夯 数 (Ww) 

pW) = es 

遵 训 滤 a 是 常数 , 旭 可 求 得 在 基本 平行 四 渡 形 内 不 是 常数 的 梢 图 
画 数 fQ2) ,不 葵 a 是 任何 值 , 它 的 标点 的 正常 个 数 ( 邹 吕 阶 数 也 一 
做 计 算 在 内 , 换 名 话说 ,一 个 m 阶 极点 应 认 篇 m 个 极点 ) 等 蕉 ' 蕊 的 
a 值 点 的 正常 个 数 。 

2° 在 基本 平行 四 渴 形 内 正 旭 的 不 是 常数 的 顶 国 画 数 不 存在 。 
事实 上 ,全 样 的 椭 图 画 数 在 基本 平行 四 兆 形 内 极点 的 个 数 篇 畦 , 即 
由 上 定理 ,不 论 4 篇 任何 值 , 该 画 数 a 值 点 的 个 数 也 等 烘 喜 , 此 篇 
不 合理 , 因 可 取 a =f (uo)o 
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3” 在 基本 平行 四 渴 形 内 构 围 画 数 极点 的 正常 个 数 ( 渤 叫 作 椭 
园 画 数 的 级 ) 不 能 少 於 2 。 
因此 我 们 自然 可 想像 雨 种 最 简单 的 椭圆 画 数 :第 一 年 是 在 基 
本 乍 行 四 四 形 内 画 数 具有 一 个 二 级 的 极点 ,在 该 极点 牙 画 数 的 贸 
数 等 从 零 ; 第 二 种 是 具有 二 个 不 同 极点 , 每 一 极点 均 需 一 般 的 ,在 
二 极点 契 的 留 数 政 具 相 反 的 符 跨 。 以 和合 将 构造 演 南 种 型 的 夯 数 。 
”所 有 的 过 些 命题 全 由 做 留 生路 定理 。 慢 有 一 个 定理 也 叶 留 光 
路 定理 ,就 是 用 
CQ1 02 “Cn 
裘 明 画 数 /Go) 在 基本 竹 行 四 洲 形 内 的 a 值 点 ,而 且 对 从 每 一 点 计 
算 的 次 数 应 看 它 取 a 值 的 次 数 。 其 次 ,用 
Bi, Be, pn 
表示 画 数 按照 同一 原 姑 所 窟 出 的 极点 。 肖 时 和 与 以 前 同样 , 假定 
f (ww 不 是 常数 。 


由 柯 西 定理 
_ 呈 61|1- f (%) 
2nil 六 Ok ey =| 2 了 7 用 
浊 训 所 取 的 平行 四 当 形 是 候 定 在 卉 界 上 (ou) 不 取 a 值 而 且 无 枚 
点 。 计 算 绕 境界 的 稿 分 , 像 上 渴 一 梯 , 得 
f (wu) ct26 f (2) ¢ +2wW+20w 
J OO 了 GO- ra " 


+2 ¢ 
+| +| =i+7t ts 


十 2 出 十 2 


如 在 积分 vs 中 利用 代 殖 %= 一 ?十 2 ， 则 得 


故 


+7s=20 | , = 
=20%'{In[ fC0) —al —lnff (e+20%) —a]}; 


i 站 - -1 rH rn " Ds Tr I ' rt pr pe wr 1 。 nn 一 
Te 7 EN lm en . tp FI mT ET 一 
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但 因 f (0)—a=f (c+20)—a, 
放 In[ 了 Ce) 一 0] 与 In[f(c+2%) 一 q] 甩 差 者 检 篇 27i 的 整数 倍 ， 


改 
J1T+Js=20% nors oO 


同 榜 可 证 vv 十 /一 AT * nar2 。 

故 > > Bi 一 2 十 20 0 
k= k= 

邹 


4* 发 考 察 面 数 Gu) 在 一 个 基本 平行 四 滤 形 内 所 有 的 a 值 点 
与 极点 , 即 泛 些 a 值 点 的 和 与 得 些 极点 的 和 入 等 艇 ,和 过 喜光 < 是 任 
意 数 。 

5 和 卫 席 斯 脸 拉 斯 丽 数 8(w) 。 花 考 察 级 数 


(1) Dr 
吉 豪 浪 的 和 是 对 座 任 意 的 整数 mm、 和 而 作 的 , 但 m=m' =0 的 一 
组 除外, 且 数 。、w' 送 合 放 前 瀑 的 假 坝 。 我 们 将 十 明 ， 上 瀑 塌 的 
级 数 当 2>2 有 蛙 收 做 ,党 p<2 脖 发 敬 。 

站 样 我 们 取 正 规 的 洒 租 

2mow + mw 

襄 浊 的 0 点 亡 除 外 。 先 取 我 们 点 租 内 的 入 个 点 : 
(2) 十 2w0， 土 (2%4 十 2%0)， 土 20'， 土 (20 一 20)，. 


得 些 点 是 图 绕 着 点 0 的 四 个 平行 一 一 一 

”四 小 形 的 顶点 (图 2, 且 构 成 0 fr 一 7 
点 的 第 一 层 急 滤 。 命 0 点 与 (2) 7 f z 
内 名 点 距离 中 之 最 小 距 风 篇 d， TT f 
最 大 距 雌 篇 D。 基 琢 粗 ( 1) 内 奥 。 一 一 + 一 一 
顶点 (2 ) 对 应 的 8 项 的 和 , 满足 加 2. 


@ ”过 时 在 符 跌 之 上 角 加 一 撤 。 
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不 等 式 
8 8 
Dr < 
今 再 取 我 们 正规 组 中 属 套 0 的 第 二 层 灸 渡 的 点 、 过 些 硕 点 共有 
16 个 ,其 与 0 的 最 小 和 最 大 距 上 各 篇 24 及 2D 。 故 在 航 数 (1) 内 

与 过 16 个 顶点 相当 的 项 的 和 8。， 适合 大 不 等 式 


16 ， 
Dy Sa 
第 % 肢 久 兆 包含 8n 个 顶点 , 且 其 相当 的 和 5 适合 认 不 等 式 


人 n 
(a 
级 数 ( 1 ) 的 收敛 性 和 和 级 数 : 
8 十 So 十 … 十 局 十 …， 
的 收 化 性 是 等 价 的 ,而 且 我 们 的 断 铂 就 是 


Sn < nr 
及 8 > 
: [A 
的 直接 推理 。 
由 上 述 获 明 ,级 数 
(3) 之 | 


A mo dm 
在 4 平面 的 每 一 有 限 领 域内 需 绝 对 且 均 一 收敛 , 但 应 将 在 该 领域 
内 沟 乱 无 窗 大 之 项 (此 等 项 的 项 数 需 有 限 个 ) 除 去 。 故 圾 数 (8 ) 之 
和 是 有 理 型 而 数 , 且 点 : 
: : 2mw + on 
是 其 唯一 的 极点 ( 均 乱 三 级 的 )。 
命 


1 
QW = —2 > Wm amo 


:nn a 和 -. 
[| i jj :pt pe .itt MP pt a mn 
pl 和 本 3 谓语、- 直 sl .ii 并 FE : Je 下 [本 | 1 二 


| 


则 我 们 将 指出 ,该 范 数 具有 过 期 20、2o 。 事 实 上 ， 
1 
Ct 0) 2 CT mom ° 
命 m1=n, 
则 上 式 可 高 篇 | 
Q( 十 2o) 一 一 2 和 Co ms 
但 因数 对 mw) 与 数 对 (mm ) 所 能 取 的 值 一样 , 故 所 得 公式 右 滤 
Qu 二 2) 一 Qu 。 
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完 双 同样 可 广 明 
Qut+2w") =Q(u), z 
用 类 似 的 讨论 可 恰 明 : Q(u) 是 奇 而 数 。 事 实 上 ， 


_ - 
Q(—wW =2 > (wu 十 2 十 2 3 


一 如 全 Bno— Bo) = QW 
坦 阳 滤 应 注意 的 是 , 数 对 (mm， m ) , (nN, n) 取 相同 值 ,其 中 N=, 
一 一 20/ 
售 由 积分 法 引出 图 数 
| YO) 三 + | jco ts 
此 由 傈 假定 积分 路 除去 沟 过 点 v=0 外 ,不 经 过 其 他 的 届 期 想 的 顶 
涉 。 故 
(4 ) 4 (VW) = QW), 
但 从 另 一 方面 ,由 逐 项 积分 法 得 : 


; ] 1 
(8) 8() 一 证 二 名 Le (WU— Dm — Dm -| 
因 Q@(w) 是 奇 图 数 , 故 4 (Go 是 偶 夯 数 。 汪 种 性 里 也 不 内 由 霄 示 式 
(5 ) 得 出 。 
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其 次 , 因 Q@(w) 具有 过 期 2w, 故 由 (4) 得 
《 Tt20) = (Ww), 


这 表 朋 : 
(6) 各 (二 20) = 46, 
膛 豆 先是 常数 。 

由 展开 式 (6 ) 知 汞 数 (ww) 公有 的 术 吕 是 


9mw + 2m' 0 

帮 在 点 。、w' 处 画 数 4 (2 篇 有 限 的 。 站 2 二 一 0 代入 公式 (6 )， 
得 

C0) =Y(—w) 十 C， 
因 画 数 Y(w) 是 偶 画 数 , 故 得 出 常数 c 篇 0, 即 

多 (V 十 20w) 一 人 (2 。 
同样 可 囊 ET20) = 
我 们 可 看 出 , 菠 数 名 (w) 在 每 一 过 期 平行 四 兆 形 内 一 共 窗 有 一 个 二 
级 的 迷 点 , 故 《() 是 二 航 的 梯 图 画 数 。 性 标 , 照 §4 所 述 的 意义 ， 
8Cw) 是 最 简 军 的 椭圆 画 数 。 它 是 本 泵 斯 觅 拉 斯 理 渝 的 基础 面 数 。 

6， 男 数 《(o) 的 微分 方程 在 点 w=0 的 痢 近 ， 饪 数 人 有 

以 下 形状 


80) = 三 二 3 加 了 i 
tbut Dy te 
取 符 号 3 OE 
如 OD 
深 用 油 些 答对 就 得 


(1) 8 = 二 十 名 吉 十 织 二.…。 
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由 此 ， 一 一 和 二 时 加 坊 二 …。 
2 4 db 6 a 

故 [9'(w)]? 一 竺 和 加 w+， 

_1.. 3g2 ,4 39s 6 

on 
由 踪 些 展开 式 及 ( 1 ) 得 
[$2)12— 4 + 9 0 =— gt Aw + Bvt 0 


左 滤 是 包 2%、2w' 作 肖 期 的 椭 图 面 数 。 它 的 极点 是 
mo 十 Dm eo 


但 因 各 所 窜 出 的 公式 所 表明 的 , 在 点 w=0 处 , 蔷 丽 数 篇 正则 的 且 
等 内 一 gs， 放 在 每 个 以 v 一 0 和 内 点 的 通 期 下 行 四 兆 形 内 它 篇 正 
则 的 ,因此 ,由 留守 路 定理 , 堵 夯 数 是 一 常数 。 故 得 下 瀑 的 天保 式 


(2) [9 Cw)]1?= 4[8(W)1  — 9 (WW) — gso 
换 句 话说 ,就 是 4qo 满 足下 兆 的 向 分 方程 
2 一 4 一 0a2 一 9as 。 


由 方程 (2), 知名 (Ww) 的 各 报 济 数 他 可 用 § Cw) 及 人 求 示 
出 来 ;例如 ， 


lh Lp lo, 
人 7 一 1244 
C17) ~ 1208:~18g.8 —12g;。 
设 423 一 022 一 93 一 和 2 一 6 站 02z 一 bo) (2— 63)o 
出 
(3) ei 二 +es+63=0， : 
(4) e102+ e203+ 061 二 一 了 了 ga 


(5) p03 = gso 
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由 (3 ) 及 (4 ) 得 ， 


闪 十 由 ++ 统 一 gz。 


如 注意 到 (wu) 是 奇 夯 数 且 在 等 式 
人 十 2 一 全 (0 


中 命 % 一 一 则 得 9 (oo) =0 [应 当 注 意 , 人 (wo) 篇 有 限 的 ] 。 辣 样 


可 得 出 
Fw0)=0,， (w+) 一 0。 


我 们 看 出 来 , 点 o、w+w、o 是 画 数 4 (0 的 圭 点 且 坊 简单 的 震 


点 , 因 篇 《(w) 是 三 航 的 椭 图 面 数 。 
注意 ,下 涨 的 量 彼此 不 相同 : | 
CO), Fl), Flw+w')o 
因 事实 上 ,假设 训 浪 其 要 有 二 个 相同 ,例如 等 式 
$0) =%(8+0) 
成 立 , 划 二 航 的 椭圆 函数 
GO) 一 全 (@) 


将 具有 两 个 一 般 雳 点 (o, wo 十 w)， 和 过 是 不 可 能 的 。 


由 《2 ), 知 量 
G0) PO+w), Olw') 
与 下 渴 的 多 项 式 的 根 相同 : : 
dz — gaz— gso 
故 数 e1, C2, C3 
彼此 不 相间 。 
通常 篇 方便 起 见 用 下 兆 的 符 跌 : 


201 = 20, 


= 20 Qo (= 上， sr>0)， 


Da 一 全 PDY | 


- 1 i 万 rl [HL in 
局 i 二 于 生计 证 ai i 和 十 


站 
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om 


如 是 则 +02t+ =0 


同时 可 命 Von 一 b=1, 2, 3)。 
不 妨 注 意 , 制 别 式 
92— 27g3 


等 於 16 (6 一 6) (ez 一 人) (63— 21) 
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7 不 继 式 ”前 饰 囊 我 们 便 遇 到 多 项 式 
(1) dv — gow — gao 
壮 是 二 次 多 项 式 的 最 方便 的 标 人 准 形 之 一 。 宪 是 被 重 琐 斯 脸 拉 斯 六 
入 在 椭 图 画 数 渝中 的 。 

我 个 现今 取 一 个 任意 的 四 次 没有 重 根 的 多 项 式 
(2) f (2) =a0 + daw + 6a22: + doz+ aso 

傈 数 co 可 以 等 於 才 。 溃 表明 , 多项式 (2 ) 的 那些 根 中 有 一 个 
篇 无 限 大 。 若 co=0, 旭 傈 数 al 可 以 看 成 不 篇 霸 , 送 点 不 必 有 预先 说 
明 , 因 愉 俊 数 ao、ai 全 是 雾 , 则 多 项 式 42 ) 在 无 窗 下 有 重 根 。 

我 们 想 性 明 , 如 何 用 简单 的 多 换 将 多 项 式 (2 ) 交 篇 标准 形 
(1), 

先 假 定 co=0, 好 

Fo 一 4a1 如 十 6a222 + daszt+ 04, 


且 命 2 一 二 一 -C2 


a 20 
f(D) = 于 FCo)。 

由 简单 的 计算 示 明 ,多 项 式 (o) 最 高 立项 的 傈 数 是 和, 且 在 FF(%) 
内 没有 2 的 项 。 

着 标 就 可 伺 

Fw) = 4 一 920 一 9a。 
新 的 保 数 go、gs 容易 用 蔓 的 傈 数 a 表示 出 来 。 
02 一 ~ daias+ 3a2, 
(24) 


_ _ oj -. . > .i i -0 Ee i >: Linh ， 站 
4 1 FT 由 1 FE 
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0 U1 wo 


3 2 
qs= — a2-t 2410203— 0104 = CT do Ws lo 


Ca Qa 04 
现在 来 谈 co 和 0 的 情形 , 假定 我 们 知道 多 项 式 f(z) 的 一 个 
根 。 叫 它 古 a, 是 作 构 换 
] 


2 一 4 十 一 ， 
了 


f (2) =- 元 9(G))。 


有 得 到 | ， 
一 45103 十 65202 十 40s77 十 六 
其 中 b= 二 (a) 


不 是 堵 , 因 篇 a 是 多 项 式 f(z) 的 单 根 。 壮 样 , 我 们 就 把 和 化 成 前 
潍 的 情形 了 ,故我 们 只 要 命 


£2_ 0 
J Db 
1 
9(Y) 一 天 了 (2%) 


就 可 以 了 。 在 第 一 种 情形 (ao 一 0) 要 把 它 村 成 标准 形 必须 把 多数 ? 
施 以 整 式 煌 形 构 痪 。 现 邻 对 co 基 0 的 情形 , 划 必 须 作 下 列 的 分 式 
综 形 交 挤 


?二 0 十 二 = pr° 
b: 261 
它 可 琢 成 下 潭 的 形式 z 
:at fC 


”至 从 杰 换 后 的 多 项 式 
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CO) 一 4 一 920 一 0 
的 傈 数 gs、9s 可 用 初等 的 但 是 十 分 见长 的 如 算 ,得 到 通过 冀 傈 数 
U0、 CI、 C2 G83, 4 的 吸 遂 式 : 


(3) go 一 Co04 一 4aias 十 3a2， 
Co G1 Ge 
(4) 093 一 | Q1 C2 Qs |o 
Qo Qa Ci 


欲 得 前 滤 所 求 出 的 第 一 种 情形 的 公式 在 进 圳 录取 co=0 即 可 。 
有 了 时 用 形式 

(5) 0(oi V2) =a0rt dawivs 十 GaoZ172 十 4030172 二 Gav 

以 殖 代 多 项 式 ( 2 ) ,于 讨论 将 它 构 成 新 构 量 的 入 形 名 换 


(6) v1=0Yy1+ By, 
V2 = yyYy1+ 0%y,, 
其 中 p=| "|#0, 
7 0 
从 pV1, V2) =Y1, Ys), 


其 中 (yi, yo) = bo + O01yiye + 6021Y2+ 403y1y2 + 04Yy2 。 
由 单 姜 的 但 稍 有 -点 兄长 的 对 算 ,不 内 验 薄 
(7) pp 一 40108 十 802 一 Di(aocs 一 42ias 十 3a2) 
及 
bo b1 bs 
b1 b» bs 
0» bs bs 

设 形式 (5 ) 的 傈 数 所 构成 的 夯 数 了 经 过 构 换 ( 6 ) 和 后 有 下 列 
等 式 成 垃 

Fbo, 01, 02, b3, 04) = DF (do0, 41, 02, G3 04)， 

则 称 了 篇 (5 ) 关 大 变换 (6 ) 而 权 篇 m 的 相对 不 缕 式 。 若 权 等 放 


Uo HW1 Wa 


(8) =D' | al as cs |。 


Qa Ws Wa 


4 
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于 | 


(3) gs=4004— ai0s + 362, 
Wo Wl1 ds 
(4) 93 二 CT Wo Ws 
Co Wa Us 
基 相 对 不 继 式 ,其 权 各 篇 4 及 上 
9 
看 / g2— 27g3 
是 筷 对 不 杰 式 。 
8. 模 形式 ”二 数 2%、2w' 的 比 
(1) r= 和 2 


CU 


的 厅 数 部 份 不 是 零 , 已 知 其 在 和 下面 上 六 生 一 个 平面 上 点 的 正规 系 。 
着 些 点 的 正规 系 可 由 若干 其 他 数 济 得 出 。 

若 数 2%、2w' 能 用 2%4、2w' 的 整 傈 数 的 稼 性 精 合 哉 示 出 来 , 且 
数 2%、2w' 也 能 用 数 2w、2aw' 的 类 但 烙 合 表示 出 来 , 旭 不 殉 看 出 散 
调 (2w,， 2w') 也 能 产生 一 组 点 的 正规 系 。 篇 的 要 过 个 成 立 , 则 必须 
且 仅 须 满 足 放 下 滤 的 等 式 


(2) of 一 aol 十 Bao， 

ww 一 ?aow' 十 Sa， 
其 中 w、Q8、?7、5 是 整数 , 且 用 下 兆 的 天 公式 连 业 起 来 : 
(3) / ao 一 67y= 士 1。 


股 我 们 需要 比 全 的 虚数 部 份 的 号 和 比 乞 的 虚数 部 份 的 财 相 同 ， 


刚 员 傈 式 (3 ) 内 右 渡 的 负 号 应 去 掉 个 。 在 过 种 情形 下 , 数 洲 (26%， 
中 事 宽 上 容易 验 座 由 
tor+h 
3T 十 6 


~ xr WB— By 
可 推出 ST Vr rl° 
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2w') 、(2%, 2 ) 时 做 等 价 的 。 | 
我 们 在 $6 内 通 到 的 不 构 式 g。、gs, 基 由 一 对 原始 遇 期 ， 即 数 
光 2b、2w' 作成 全 体 点 的 正视 系 所 盎 生 的 相当 的 和 , 但 才 点 除外 
[关於 数 浒 20、2w', 量 ( 1 ) 不 是 实数 ] : 
) 1 
9 一 0 SS, Tama TF Im 


1 一 140 之 Yr 
容易 看 出 ,党 以 其 他 关 生 点 的 正规 条 的 散 泣 替 代数 对 (2%, 2o7) 时 ， 
过 些 量 不 改 半 。 特 别 , 数 针 (2o,，2aw)') 代 以 它 的 等 价 数 光 (2w， 2 ) 
际 ，9>、9s 不 交 。 在 另 一 方面 ， | 92、9s 的 定 装 直 接 得 


ga(to) io) = 二 ge(O， 0 ), 


Go io)) = 9s(0, 0) 
用 数 名 (2to，24o 站 灰 代 (2o，2o7) 相 党 放 将 最 初 的 点 三代 以 另外 
相似 的 点 称 。 由 此 可 见 , 关 座 着 样 的 多 换 , 量 gs、gs 是 改 交 的 。 但 
且 3 
J 一 
02 一 2703 
题 然 不 牙 在 数 对 代 以 它 的 等 价 数 刍 (2w,，207) 时 不 交 , 即 数 尘 (2w， 


2o ) 蕊 产生 相 但 的 点 移 的 数 渤 (2t, 2 如 ) 代 符 时 也 不 杰 。 痢 梯 , 过 


个 前 光合 友 叶 作 示 对 不 网 式 的 量 7， 是 一 个 交 数 的 画 数 , 序 比 
一 全 的 而 数 ,而 且 温 具有 下 沸 的 性 质 : 任 让 的 蔡 数 二 这 y、3 如 


果 浦 足 庆 关 保 式 
(4) ow —BY=1, 
其 下 滤 的 锋 式 成 并 


学 
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如 形 炎 换 
TI- 2X7T 十 尼 
yt 


其 中 a、B、7、6 是 整数 且 满 足 放 天保 式 (4 ) ?时 作 模 释 换 。 

并 基 模 构 换 各 不 网 的 解析 画 数 叫 作 模 夯 数 。 下 光 将 性 明 ， 
7 (是 解析 夯 数 。 故 7(z) 是 模 面 数 。 至 於 不 杰 式 9、gs, 它们 不 
是 + 的 而 数 , 故 自然 可 叶 作 ww 的 模 形式 。 

我 们 将 用 字母 8, 了, … 表明 模 疲 换 。 例 如 , 识 


;_ ar+B 
yt+6 
我 们 旭 可 总 
(5) Y 一 AT 
«Bb 一 4 —B 
与 Sn-(， 5) _ 3) 
么 法 换 7 一? 


也 是 模 权 措 。 用 字母 7 表示 它 : 
10、/-1 0 
T=(0 1 一人 0 1 小 


写法 (5 ) 强 斋 出 , Y 可 以 考 感 作 将 茶 一 运算 施 共 + 所 得 的 灶 


果 。 
若 Wn 
则 人 
-3 8B、/ 8§-8B 
并 ( a)-(_y 6) 
也 是 模 杰 换 , 岂 作 炙 措 : 
| 
(， 3 )=S 


ai Wiis i se "~ ei 


@ 贿 保 式 4 焉 明科 考 察 的 变换 的 行列 式 等 於 1。 


TI Te ee ee ee ee ie ee ee EE dap 


的 反 沟 换 , 且 用 符号 ”有 虱 示 已 。 

涤 於 7 施行 模 释 换 S1, 再 汶 礁 所 得 的 鱼 果 施行 炙 换 , 即 涯 放 
Sir 施行 模 炎 换 Ss, 过 梯 就 得 出 某 一 个 。Y 容易 用 表示 出 来 。 
售 


则 


T+ 一 iT， T 一 Sm 


7! 一 027T +Bs _ QalaiT 十 Bi) 十 Bo(yi7 十 60) _ 
7oT 十 0 ys(01T 十 有 1 ) 十 20717 十 61 ) 


_ 《azoai 十 BeY) T+ (a2B1+ B201) 
(yz0i1T O71)T+ (YoB1+ 6201) 
由 此 我 们 看 出 7' 可 济 於 7 用 某 一 区 换 S 得 出 来 。 过 个 交换 的 逢 
陋 
(A os 十 fw) 
?so 十 9271 YB1+ 601 
是 贩 换 Ss 与 加 的 垂 库 的 滋 稿 。 所 以 网 换 必 的 甜 障 的 行列 式 等 认 
1, 即 8 也 是 模 构 换 。 沟 换 8 是 搂 换 8、S: 精 合 的 精 果 , 照例 对 作 


变换 8。 与 5 的 乘积 。 同 时 替 


t! = 一心 (Sir) 
刚 可 高 作 8 一 929; 
及 Ti 一 (SoSiT 一 NoSir。 


若 按 相反 的 及 序 来 乘 , 央 得 
a Bi\ /0 Bb, _ /0102 + PB1Y: giBs + B10: 
(y 3 ) (> 8 8 38 ) 
从 滥 豆 看 出 来 ,一 般 地 说 ， S10s FF Ssd1, 部 乘法 的 还 算 不 服从 交换 
律 。 故 必须 将 变换 自 右 滤 的 乘积 生变 换 自 左 泪 的 乘积 区 别 开 来 。 
时 页 我 们 所 考察 的 乘法 的 到 算 ,全 体 模 网 换 的 集合 作成 一 个 
得, 而 且 彤 的 反 元 素 是 六 一。 事实 上 上 ， 
Sl —a6+By aoB—Ba\ /-—1 0 
OD =(_ 88y py )=1 


让 
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而 且 -= 了 

画 数 /4r) 关於 过 侦 构 换 全 是 不 搂 的 。 应 党 时 常 注意 另外 分 式 千 
形 释 换 的 全 。 每 个 解析 醉 数 并 从 着 样 的 交换 萤 不 变 时 叶 作 保 型 如 
由 (aproxophnan dynkama) 。 过 榜 , 契 轴 不 杰 式 了 (7) 就 是 保 型 商 
数 的 一 个 例 。 更 简章 的 保 型 夯 数 的 例 是 遇 期 页 散 。 

9. 画 数 /(r) 的 基本 领域 ”人 双 过 期 夯 数 的 基本 人 饼 域 是 符 行 四 
泛 形 , 消 礁 每 一 当中 旭 去 掉 一 兆 ( 基 本 寿 行 四 浪 形 )。 使 公明 期 夯 
数 不 交 的 变换 又 是 由 于 瀑 两 个 基本 杰 换 产生 的 : 

S 二 十 20， 

NE 
就 是 , 过 葵 中 的 每 一 构 换 全 是 时 十 个 释 换 的 千 合 (乘积 )。 每 一 基 
本 变换 S 或 S" 胸 届 期 平行 四 江 形 的 一 兆 杰 篇 其 济 渡 (图 3)。 泽 
内 公 体 变换 施 雁 基本 平行 四 波形 , 草 得 出 无 数 个 合同 的 平行 四 小 
形 ,它们 笋 商人 全 平面 一 次 。 


CA+O2cey CA erew’ Co0AO01 
G+20 C C4CC 
3. 


现 舍 转 到 模 画 数 J (7), 且 将 惟 明 , 半 套 它 ， 有 类 似 的 情形 发 
生 。 用 Z 表明 使 7 (7) 不 变 的 模 变 换 琴 。 今 将 东明 ,之 是 由 下 滤 
的 十 个 基本 交换 产生 的 : 


EC : 1; 4 
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是 生 之 中 的 任意 变换 。 
应 用 软 换 的 琴 法 法 划 ,得 


a 及 一 920 
y ny): 
我 们 黎 连 策 地 应 用 十 个 运算 : 用 杰 换 5 的 某 一 乘 到 (由 右 潍 ) 剩 克 
换 , 再 用 多 换 T 乘 所 得 的 娃 果 。 我 们 风 脏 明 , 壮 样 根 据 ( 任 意 ) 多 换 
V 可 得 


VS-"=( 


2 0 
VS-"TS-"T..TS-*=( ye 8 ); 
涤 礁 它 , 86*=0。 
证 86=0, 旧 起 始 的 杰 换 就 有 所 求 的 性 里 。 假定 68 关 0, 决定 
一 整数 ” 使 


[IB—na|<|al。 
_»_/9 B—no /a Bn 
Mail -( = 5 
过 中 [B81| < |arl。 


若 8:=0, 省 就 是 我 们 所 要 求 的 变换 。 但 若 B1 闵 0， 用 楼 杭 
7TS-" 乘 ( 自 右 滤 琵 ) 了 ,过 豪 兆 m 是 至 数 , 精 有 末 得 区 志 
本 Bi —a— mbBi __ /02 Bs 
六 一 -人 (5 my 3 
[oa 二 ai 二 | 81 | 。 


; 1 -: ye pee a 机 刁 i 
i ， ， 如 


= 
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过 样 , 浒 从 楼 换 了 ,有 |B6,| 过 |as|。 但 因 


[oz| 一 1Bi| ? 
故 18;| <|Bi|。 
若 Bb; 天 0, 表 重 补 . 上 兆 的 刀 算 , 千 果 即 可 得 到 
cas bs 
z Vs=V,.TSH =(» 3) 
其 中 [Bs| <|B;|。 


因 篇 B1, pb， pa … 全 是 整数 , 故 经 过 有 限 次 运算 后, 我们 可 得 到 释 
换 


PS-eTS-n PS-*= ，， )。 


但 因 寺 个 杰 换 是 模 释 换 , 故 a =0"==1。 因 而 


ys-Te- ns ( 1 0), 


其 中 4 是 某 一 个 整数 。 


得 (_1 9) -ms 
—j 1 ! 
故 JS-oPS-oD PS 一 TSeT， 


由 此 , 自 右 选用 7… 了 77 乘 上 式 的 两 兆 , 得 
太一 TS2TSzT SeDS， 。 


过 榜 我 们 的 命题 就 完全 证 有 明了 。 


篇 的 要 得 画 数 J (7) 的 基本 贪 域 ,在 上 千 乎 面 用 
R= 一， Rr，|t| =1 | 

做 滤 作 一 三 角形 。 且 人 话 域 已 是 以 下 的 点 的 集合 :三 角形 内 部 的 点 ， 
左思 的 四 %ir= 一 了 上 的 点 及 图 周 |7| 一 1 上 满足 从 -可 <3ir<0 
的 点 。 送 棕 , 谷 域 D 可 以 看 成 是 一 个 四 角形 (图 名, 洁 伶 件 隧 氢 域 
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D 的 四 个 浪 中 和 窗 有 二 个 (图 形 内 粗 娘 雪 
明 的 ) 属 崔 它 。 

基本 炎 换 ST 了 驳 联 四 角形 的 对 沈 ; 
印 态 玛 联 欠 直 的 涤 兆 , 但 了 旭 如 图 所 表 
示 者 将 图 缴 的 左 浪 移 到 右 浪 。 

D 是 夯 散 J (7) 的 基本 领域 的 体 朋 

国 4. 相 党 窗 杂 。 

首先 须 症 明 , 对 於 上 盾 平 面 的 每 一 点 m 在 D 内 一 定 有 一 点 tr 
和 和 它 等 价 , 所谓 二 点 +、7 等 价 者 就 是 在 内 有 一 罗 换 和 能 使 
一 大 T。 

车 有 一 点 Y(GSr>0)， 则 可 确定 一 整数 wx, 使 点 


T1 一 T 十 W% 一 有 诊 <“T 


满足 礁 不 等 式 | 
-<n 

若 原 来 [zi1|>1 

或 | 了 | 一 荆 ， -<Rn<0, 


则 去 是 所 求 的 个 域 D 内 的 点 , 且 和 与 点 7 等 价 。 若 原来 


r=1,， 0<9in 一 工 ， 


央 所 求 的 等 价 点 租 篇 
Ta 一 Dz = 一 二 
T1 
最 后, 若 原来 
T1 ] <1, 
基 取 点 7T2 一 二 T1， 


且 像 以 前 处 理 * 那样 地 来 故 理 它 , 印 尖 坝 通 党 的 wa 施行 运算 属於 
323) 址 样 ， 可 得 出 ‘Tas 使 一 < 委 兴 73 二 可 ; 然后 9 如 果 需 要 的 谓 , 命 


jit i rr 


= 
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TY 一 了 Ts 
等 等 。 
命 Tk= EE+ ino 
由 我 们 上 瀑 的 作法 ， 
-二 < <5。 
- 
其 次 因 T285 一 一 
27—1 
Con-1 Nap- 
改 Sa i 1 十 712k-1 ”2p 十 73 
故 如 0 < < 吉 ， 
有 nN2k> AN)2k-1 0 


] 1 1 
> 
若 Ei+n1>1 
或 t=1， -二 <é<0， 


旭 rw 是 领域 D 内 窝 求 的 奥 点 7 等 价 的 点 。 圾 
十 六 二 1， 0 过 如 < 之 汪 ， 


则 欲求 的 点 是 ra= 一 二 。 剩 下 的 是 考察 
Er 二 n4<1 
的 情形 。 在 过 一 情形 中 我 们 将 证 明 , 欲 求 的 点 是 ms 。 事 实 上 ， 


a i 


过 豆 的 整数 w 使 


一 于 二 名 ta< 豆 。 
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5 己 轴 本数 葛 雹 要 

因 篇 
jr? Est) (1 2gn to (eat We)) 一 
(Et) 


__ 工 一 206 十 os 十 20 (1 agn) 二 277 
i 2 


] 
友 és+ ns<1, Wn 之 本， 
故 镁 党 & 一 一 二 ， 如 = 一 喜 


时 jtw4z| 地 壬 苓 1。 在 所 有 其 余 的 精 形 中 | mw+s| 令 是 大 谎 1 故 
欲求 的 与 t+ 等 价 的 点 是 rs 。 但 假 足 


1 
a 一 一 下 ， 如 一 一 本， 


使 Tn+3| 一 工 ， 
1 
则 := 一 -1=-— 2 -1<0 
扩 十 4 1 » bE 
fT 


故 Tn+2 仍 在 秆 域 D 办 。 和 
现今 将 杂 明 ,在 D 内 没有 等 价 点 。 假 定 不 是 过 样 , 设 在 D 内 
有 二 点 Y, 7 等 价 。 避 它们 不 能 用 楼 换 5° 或 缀 换 二 来 竣 速 。 就 


是 说 ， 
;:'_ QT+ph _1 
"Tyri6 (* 二 )， 
其 中 Y>>0 。 
'_ 0 00-By_ 
四 “Ty yOT4O) 7 
' 0 1 
或 “7 y(YT+6) 
|， 六 | = 六 
改 " | + 35。 


由 假 届 点 *、7 均 在 领域 D 人 内。 但 因 篇 数 


1 - a EE "i 


才 明 过 些 点 到 实数 轴 上 某 南 点 的 距 龄 ， 且 一路 睁 的 乘积 等 共 二， 
故 第 一 、Y 族 能 等 岭 1; 第 二 、 下 兆 的 二 等 式 必须 成 立 : 
vw—al=1, |r+6|=1; 
第 三 .3=0 或 S=1, 最 熏 、a=0 或 a= 一 1 。a= 一 1, 6=1 的 情 
形 不 要 , 因 革 时 将 有 +=7! 。 / / / 
因 75' 关 TT, 故 a=0, 3S=0 的 情形 也 不 要 。 故 有 a=0, 6=1 
或 a= 一 1, 0 一 0 。 
今 注 意 第 一 种 可 能 ,此 时 B= 一 1 而 且 


vo 
T 十 于 
因 5=1, 故 由 |* 十 6| = 工 得 
1,.V3 
TT 
1 1 .V3 
故 TI VE 5 一 7 
2 2 


过 和 所 答 的 人 条件 相反 。 同 榜 4== 一 1, 5=0 的 情形 也 巍 除 外 , 故 嫩 
了 明了 我 们 的 断 章 。 

设 痊 领 域 D 以 构 换 歼 区 内 的 至 体 灵 换 , 肿 得 出 然 数 个 伟 域 ， 
全 与 领域 等 价 。 因 六 礁 上 千 往 面 的 任意 点 已 经 媳 明了 内 一 定 有 
一 点 和 它 等 价 , 故 冲 些 舍 域 徐 盖 全 部 上 和 后 斑 面 。 另 外 , 冲 些 领域 彼 
此 不 能 徐 盖 , 因 假定 彼此 笑 萃 的 疾 ， 在 上 秆 寿 面 内 至 少 有 二 点 
ti、 Tz 存在 ,使 过 内 有 二 个 多 换 VV" 将 DD 内 的 某 二 点 用 鞍 雨 
个 变换 均 杰 篇 7 或 72。 但 因 二 等 式 

Vizi=V "rt, T 一 广 -Ts 

需 不 可 能 ,上 且 因 二 次 方程 式 
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“Te ri ge ee ee 


V'r=V"7 
的 根 是 共 垢 的 , 故 在 刀 内 可 求 出 两 个 互 时 的 等 价 点 (Fr 、7"m 或 
J ze、 大 “rz ) ， 得 是 不 可 能 的 。 
由 上 所 证 知 , 价 域 D 具 朋 期 再 行 四 移 形 的 一 般 性 质 : D 是 
模 丽 数 .7(z) 的 基本 领域 。 它 也 叫做 全 立 的 基本 领域 。 
10. 模范 数 J(zr) 我 们 将 征明，7y(r) 在 上 守 平 面 内 的 每 一 
点 全 是 正 妈 的。 因 


2 
: J (7) 798? 
过 如 瀑 我 们 可 取 
(C1) 92= gz(1, T), gs=9s(1, 7), 
旦 因 在 上 年 在 面 有 
人 2 一 2703 尖 0， 
故 足 能 条 明 画 教 1 ) 在 上 千 硅 面 篇 正剧。 篇 此 目的 , 兹 光 航 数 
_ 1 
(2) ga(1, 7)=60 > 
v_ 1 
(3) gal1, 7) =140 之 ,CME mT 


在 上 咎 在 面 的 每 一 阴 领 域内 篇 均一 收 做 。 
命 S 蚌 这 样 的 一 个 领域 , 6 是 > 到 实数 轴 的 距 见 , 且 六 是 氢 域 
S 内 的 7 的 模 数 最 大 值 。 
取道 样 小 的 s>0 (e <1)，, 使 它 满 足 衣 
(1 2) (62— 7) > e2N?, 
命 T 一 2 十 im, 若 TES, 胆 |E| 志 和 WN, m6。 故 


(4) [m+ zj _ tm (8 十 人 二 27070 
| 十 mi m? 十 0127 
_ 3 十 在 一 5 人 二 2200 十 人 十 中 Om 
mm 


但 右 光 的 第 二 项 不 论 m、m 篇 任何 实数 常 篇 正 数 , 芋 因 1 一 e>0 
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而 分 子 是 一 个 二 次 形式 ,其 刊 别 式 等 认 
工 一 。 __ 7 nr2 2 2 2 £2 
ee EE Te)—6, 
日 因 党 YE AN《 由 上 法 挑 还 的 5) 时 
(1—e) (7 一 的 全 2 


故 上 特别 式 篇 正 。 
浊 样 ,由 (4 ) 可 见 , 闹 於 任意 的 TES 有 
人 十 22T| > 2 
mtmil > 


根据 时 一 个 不 等 式 , 汶 於 任意 TEB 有 


< 
152 十 72T | 的 8| 7 十 72 人 | 二 


< 
| 二 00 T|。 的 8 二 000 19 


肖 就 征明 了 和 扔 数 (2 )( 3 ) 在 8 内 的 均一 收敛 性 。 

今 将 了 (7) 看 成 刀 =eszrir 的 画 数 。 因 J(z+1TD=.J(rzD， 故 
J(z) 是 如 (|<1) 的 单 值 画 数 。 当 | < 工时 下 列 展 开 式 成 立 
的 酚 明 滋 认 以 后 是 很 重要 的 : 


J(T) = 站 (oc 十 ch 十 …)， 


其 中 co 关 0 。 我 们 将 妙 明 半 一 尾 开 式 且 用 便 得 出 


-1 
1728° 


入 此 取 著 名 的 展开 式 ( 宏 看 表 了 
rotgru=+ | 1 一元， 


nt vm ny 
命 一 6 则 和 营 | < 工时， 


w+1 
w—1 


ctg mu=% 一 一 人 十 220 十 2202 十 ，…)》， 


因此 有 


中 四 3 0 .| 人 


迟 图 本 数 抢 上 


ro me em, 


7+} 1 -i 


4 Wtm 
由 此 ,关於 包 微 分 三 次 ,得 
< 1 
me i Em 16r (w+8w 十 …)。 
再 微分 十 次 ,得 
_ < 1  。 ， 
20 2 700imy =64m° (ww 3 + )。 
仿 命 =m'T (m'>0) ,得 样 就 得 
Le | 1 | 
nm lm Ce 二 8h 十 ,,.)， 
[| 1 
人 一 64rC (ha™ 十 3214 十 …)。 
故 
一 日 rr 一 ~- 
gz2(1, T) 0 2 m4 +2 之 peo 
=- 一 IF 16 生 二 omt dm 
机 (+3 7 8h + 外- 
一 三 (全 十 320M2 二 ) 
及 
1 -一 | 1 [~ 
gs(1, 7) 人 2 +2 > ry 
一 2 16 6 5 2 dmt 
140 1 15” 2 +32h + = 
nt (3, A48 p24... 
" (人 he 二 )。 
由 此 则 一 2 岂 一 ra2(4096j2 十 …) 
(§ +890 + ) 
及 J +8202 ee) 1 1 
4096 有 2 十 …. 1728 pi “1 C2 


我 们 的 断 划 就 长 明了 。 


人 
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下 光 的 定理 针 世 以 后 有 很 重要 的 意 闵 。 对 从 无 恰 怎 样 的 数 数 
,方程 
(5) (Tt)—c=0 
在 儒 域 D 内 有 一 个 且 底 有 一 个 根 。 
这 定理 斑 明 的 根据 是 : 届 (2) 在 领域 9 内 篇 正 妈 ,出 方程 
f(z)—c=0 
在 镍 域 9 闪 根 的 个 数 等 从 


-1 f (2) 
本 ?| FD qz, 


其 中 工 起 G 的 境界 , 旦 f(z) 在 上 上 加重 而 不 等 从 c。 
信 和 因由 上 小 的 可 明 ， 


E 一 2XiT 十 C1 二 C26 "iT 十 .…. ， 


-五 天 
故 党 7 一 ce 时 面 数 Cr) 关於 & 均一 地 
趋 放 无限 天 。 故 对 放任 意 的 “可 以 找 出 
秆 样 的 互 ， 使 党 人 > 吾 时 有 |7(7)|> 
> |c|, 邹 方 程 (5 ) 当 ”之 瑟 时 没有 根 。 
导 样 ,我们 三 注意 D 的 部 份 领 域 Dr 图 5. 
(用 糠 MA4B4'M' 包 转 的 领域 )( 图 8B) 就 网 了 。 

裔 方程 (5 ) 在 线 M4B4 MI 上 没有 根 , 则 定理 的 证 明 很 简 晶 。 
事实 上 ， 


加 VC 1 zr| 1 | 1 | 
N= 3 7 J ed 2 wa Dro nD pa 


+ | + dlnfy(nD 0 = T1472 tI tt se 


27r7 J4a 2 
画 数 PT =J (7) 一 5 
满足 天 保 式 
(a) p(—=)=9(), p(t+D=9(7), 
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在 积分 J 内 假定 


则 得 
J :> 一 二 |, dng(D) = |, ,， dlng(t)=—Jso 


2 
这 标 , 就 有 va 十 vs 一 0。 
类 似 地 ,也 许 冰 更 简单 地 可 脱 
did4=0。 


故 N= or), dlng(®), 

J (7T) 可 训 篇 2 一 请 = 一 ci 的 醋 数 。， 和 与 了 平面 上 的 覆 段 开 ' 矿 涛 应 
的 是 z 三面 上 的 图 周 

(6) | > | —0-2 2577 

在 壮 一 图 周 上 及 其 内 部 , 而 数 gp(7) 不 是 堆 ， 而 且 者 除去 点 z=0， 
9(7) 还 是 正如 的 。 因 在 * 平面 上 沿 乏 段 W 4 积分 可 化 篇 依 和 乌 方 
问 沿 图 周 积分 , 故 


N= -wr| dng(®), 


道 庄 滤 的 是 图 周 (6 ) 但 沿 正 的 方向 , 也 就 是 说 ，X 等 办 画 数 
9(7) = 二 J (7T) 一 (二 VV(z) 在 图 
: : 1z| <e-2*H 

内 极点 的 个 数 , 序 允 =1。 
yy’ 今 再 研究 方程 (5 ) 在 狠 LAB4'M' 上 有 
根 的 情形 。 关 些 根 在 每 一 情形 内 个 数 都 是 有 
限 的 , 浒 於 它 们 的 每 一 个 对 赚 一 个 等 价 的 、 也 
就 是 关 帮 碟 轴 洒 称 的 根 。 图 弹 浊 样 的 每 一 代 
根 , 以 及 4、B、4' 基 图, 命 图 的 牛 径 企 是 。， 
4 4 。 小 得 使 过 些 图 不 能 彼此 相交 。 用 齐 样 作 的 

6. 周 疏 变 领域 Dx 如 图 6 所 表明 者 , 此 和 盒 , 每 一 


~ 
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ii | 


多 等 价 的 根 中 有 一 个 在 确 轴 左 滤 的 根 在 境界 内 ,但 点 4、B、 和 4 上 
在 卉 分 的 外 温 。 

将 得 出 的 积分 入 按 所 得 的 境 寞 分 篇 大 干 部 份 , 再 应 用 胃 关 傈 
(a) , 划 不 允 幅 明 


N= 二 |， + | + + dln (T(t) —0). 


Pa DA? pe Pd 
其 中 MM、 和 Ap、 和 4' 表明 以 顶点 4、B、4 作 心 的 图 碧 。 帮 在 道 些 点 
方程 (5 ) 没 有 根 , 朋 在 壮 些 点 处 的 图 弧 可 稀 篇 一 点 , 因 之 有 


N= 57| dln (J (7) —0), 
UH 


Pr z 
和 一 积分 , 由 上 所 证 ,等 礁 。 故 本 定理 在 我 们 考察 的 过 一 情形 也 
其 。 
最 钱 饼 下 的 共 是 矿 究 方程 《5 ) 在 顶点 不 有 根 的 情形 。 需 此 ， 
我 们 说 明 画 数 J(z) 在 顶点 契 取 何 值 。 


在 点 4 不 ， 
TV3 
"Pe 
但 因 ed 
ges Pp) WI 1 . 1 和 
故 > i p> (mp +m')4 0 


在 男方 面 ,由 总 
p+pt+1=0, 
下 面 的 等 式 成 立 : 
| 于 _ ;1 1 
Dm Gr) TD trp) 


yy gp le 1 _1 yg(,p 
所 以 60 四 >2 十 mp p 60 0O 


p 
ED (1—=)gsd, Pp) =0, 
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由 此 gz(1, p) 一 0。 
有 过 梯 融 有 J (Pp)=0。 
1 


同样 可 广 明 , 在 使 T= 一 一 户 的 点 44 看 J (7) 一 0, 而 在 


使 +=i% 的 点 BB 威 J(7)=1。 
因此 我 们 必须 考 系 以 下 二 方程 : 
(a) J(7)—1=0, 
(b) J (7T) 一 0。 
在 第 一 方程 内 我 们 可 使 弧 4 、X4 第 篇 一 点 ,也 就 是 
N= | dln{J (7) 1}+ | dln{7 (7) -1), 
若 NB 是 MB 的 相 和 铺 圈 约 , 姑 有 
-baln( —1} -| +| 9 


这 亮 左 光 的 积分 路 是 沿 正方 向 的 。 在 积分 |， 中 命 *= 一 子 , 划 得 


|. |、 
即 。W= 沁 | am 下 -二 dln {7 (7)—1). 


右 四 第 一 项 等 从 1。 命 
Dy dln {J (7) -1} =n, 


浊 样 就 有 N=1—%。 


数 久 是 方程 (a ) 的 根 一 ?的 级 ,但 因 - 是 正 整数 , 故 ">2。 在 另 
一 方面 , 不 关 0, 由 此 m% 和 2。 故 m0=2, N=0。 

我 们 可 以 看 出 ,方程 (a ) 在 领域 也 内 粮 共 只 有 一 根 : =4。 演 
一 根 是 二 级 的 , 但 点 i 的 隆 域 旗 有 一 咎 属 从 叙 域 ,也 就 是 说 ,可 


站 六 
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裔 篇 旗 有 一 单 根 +=i 属 雁 领域 D, 而 方程 (a ) 在 +=i 不 的 另外 
一 根 应 属 从 叙 域 D' 内 ,此 D' 与 D 有 共同 弧 4B4'。 
可 同样 处 理 方程 (b )。 它 的 根 是 点 * 一 p、 一 p?， 且 每 一 根 都 

是 三 级 的 。 但 过 些 点 中 属於 领域 D 的 窗 有 第 一 个 , 序 4 。 聚 攻 遭 
一 点 不 有 六 个 僻 域 : D 及 其 他 五 个 什 域 , 潮 五 个 领域 都 是 D 的 等 
价 领域 。 过 六 个 领域 各 含有 点 4 的 和 部 隘 域 的 六 分 之 一 。 由 基 
本 售 域 的 定义 ，4 规 能 属於 章光 个 便 域 中 的 三 个 : 售 域 D 及 其 他 
二 个 领域 。4 不 属 礁 其 饼 的 三 个 铬 域 。 同 样 ,点 4 不 属 认 领域 D 
内 。 故 在 点 4 不 的 三 级 根 分 属 放 三 个 侯 域 内 , 故 可 疫 需 方程 (b ) 
在 刀 内 有 一 个 单 根 。 

-并 ， 第 一 稻 榜 加 积分 的 反 形 在 885 及 6 内 便 根 所 原始 遇 
(1) 2o，2o ($e>0), 
作出 重 锁 斯 腊 拉 斯 画 数 “(ww), 且 征 明了 它 满 足下 滤 的 微分 方程 : 

6°= 4 — gq. — go 


由 过 一 方程 得 , 
eV 4B gt—gs ° 

在 积分 学 教程 内 读者 已 知 , 具 以 下 形状 的 积分 

| RCE di 

( 薄 右 浪 R 是 它 所 售 变 数 的 有 理 画 数 , 而 w? 是 t 的 没有 重 根 的 三 
次 或 四 次 多 项 式 ) 叫做 椭 图 积分 。 上 注 富 的 积分 叫 作 第 一 种 椭 图 
积分 。 以 馈 我 们 温 要 详 如 述说 椭圆 积分 。 但 站 瘟 对 我 们 重要 的 
斌 是 :由 已 知 遇 期 (1 ) 所 作成 的 生 备 斯 胎 拉 斯 画 数 8(w) 是 某 个 第 
一 种 椭 图 积分 的 一 个 限 , 尊 个 限 是 看 成 得 个 积分 的 值 的 画 数 。 在 
根 号 下 式 子 训 的 数值 g、gs 薄 不 是 任意 葵 的 , 必须 由 通 期 (1 ) 确 
定 , 且 已 知 它 应 满足 


u= 土 | 
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92 一 2793 尖 0 。 
很 目 然 地 发 生 下 瀑 的 问题 :已 知 二 数 cs、cs, 它们 满足 放 
2 一 27a3 头 0， 
考察 积分 


at 
:2 | -一 
) “= 十 VM 4dt* aot— — ws 


它 的 下 限 x 是 不 是 积分 的 值 的 构 圆 画 数 ? 
坦 个 轩 题 可 肯定 地 解答 如 下 : 
先 聊 定 坦 楼 的 雨 个 数 2o、2ow' 使 其 满足 S$ 全 >0 及 
(3 ) ga(o， W) =42, ga o')=aao 
然后 作出 遇 期 篇 2w、2w 的 画 数 《(v)。 最 和合 ,在 积分 (2 ) 内 , 作 
变数 构 换 
t=%(v), 
由 方程 [6° (0)1?=4[0(2)] a2 (1V)— as) 
得 
(4) v= 土 | do， 
过 襄 2=《(o)。 由 4) 得 2%= 士 v。 即 
一 人 (0 
得 就 是 我 们 所 要 求 的 辐 果 。 
我 们 可 以 看 出 一 都 奸 红 在 下 湿 间 是 的 解决 上 : 葵 了 两 个 数 
a2、Q3, 使 
一 27c3 头 0; 
就 求 出 雨 个 数 20、2o 使 它 何 满 是 C8》。 对 一 问题 的 解 根据 前 惫 
立 列 可 得 出 。 取 方 种 


1 -可 
它 在 基本 领域 , 序 上 咎 平面 内 具有 解 "。 求 出 进 个 解 熏 , 用 方程 


人 


即 可 决定 w， 而 由 方程 


决定 w © 
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] 
oe g2(1, 7) 二 Wz， 


Cw 
-一 一 二 
tO 
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12， 衡 宽 斯 腕 抽 斯 画 数 “() 过 一 画 数 用 下 面 的 公式 界 觅 : 


(1) CD) = 二 -| iD 一 到 au 
故 
(2) LO = —0. 


《1I) 训 六 的 积分 路 除去 = 0 外 不 经 过 遇 期 犹 任 何 一 个 顶点 。 
在 (1 ) 豪 浪 取 了 (2 的 部 份 分 式 展 开 式 替代 《4 就 得 出 
CCWw) 的 表示 式 z 


1 
(3) Cu) 一 本 十 
1 
1 0) 一 ~ 
" 名 a Ton Tome + Or " 
这 示 明 :点 Dm + me : 


夏 的 一 航 极点 是 画 数 LCw) 的 了 唯 一 的 奇 虹 点 。 由 (C1) 可 断定 6(W) 
丰 奇 画 数 。 : 事 碳 上 
0- 


=—i+| 90 -l= -tw 


在 另 一 方面 ,由 (2 ) 得 
(4) CCui+20) = 十 27， 
: C(t 20") = + 2 
其 中 及 了 是 某 二 个 常数 。 假 定 在 污 些 等 式 中 各 命 4= 一 @、 
v= 一 w' 且 利 用 “Go) 是 奇 画 数 , 则 得 


(48) 
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n=6(0), 7 一 5 )。 
通常 应 用 符号 7=T、 7 = 一 Ts、w=oi 及 ww =, 因而 
1 一 oz) ”73 一 E(w3), 


”再 广 和 人 以 下 常数 
mC) = C+ )e 
期 不 砍 洒 出 十 Mz 十 V3 二 0 。 
事实 上 ,由 (4) 


SCX 十 20 十 20 0) 一 5 十 20 ) 十 2 一 5 十 20 十 27 。 
由 此 , 设 U 一 一 包 一 外 ) 册 得 
7 十 7 一 (oO 十 oO)， 


序 271 十 8 一 一 ?2 。 
现今 想 苯 明 一 个 很 重要 的 天保 式 ， 
(6 ro- 县 


它 当 w、w 满足 雁 人 条 件 S 乞 >0 时 成 立 。 要 想 得 关 保 式 (5 ), 取 


任意 遇 期 平行 四 瀑 形 ,使 点 v=0 是 着 焉 行 四 小 形 的 内 点 。 命 过 一 
耕 行 四 光 形 的 顶点 是 cc 十 2w、 c+2w+ 2 c 二 20w' 沿 平行 四 滤 形 
的 境界 积分 6(w) ,得 


, C+20 0 二 W200 0+20w’ | 
2ri=| +| +| op ,CW » ,| 


© c+2w C2w+ 2 


在 右边 的 第 二 个 积分 中 作 杰 换 %%==2w 填 %， 而 在 第 三 个 各 从 中 作 交 
换 Y=2w 十 0， 则 有 


2ri=| {CW 一“(V 二 2 ) dt 
+| ura) -tC }du= 


C+2w' +2 
-| 27 qu—| 27 dv 一 4(7ow 一 四 Oo)。 
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站 标 吏 证 明了 关公 式 (5 )。 以 和 后 我 们 阔 有 机 会 获 到 它 。 它 可 改 寓 
篇 下 列 形 式 : 


my 
NV3™— 1301 Oo 
”由 过 一 天 傈 式 用 循环 交换 阔 可 得 出 下 滔 的 十 个 天 保 式 : 
N21 — N103 一 到 ;71302 一 让 3 一 TY 

13. 和 本 证 斯 脱 拉 斯 男 数 cow) 夯 数 coQw) 用 下 小 的 等 式 界 说 : 
-de 
过 趴 的 积分 路 除去 w=0 外 不 经 过 遇 期 狂 的 任何 一 个 顶点 。 由 
(1) 得 

Ooty 

(2) gw) 一 (Do 
在 ( 工 ) 训 滤 , 代 (0 以 其 部 份 分 式 展开 式 , 再 逐 项 积分 就 得 


n= Dy In (1 + 


十 


jy : 
2ma 十 Do 2(2mo 二 ) 1. 
由 此 栈 数 ct 可 展 成 下 潍 的 然 氏 乘 积 : 


Ci 


(3) o (Wu) =wIT'(1- 人 | e* Sr ($=2mw+ 2m'w')。 


我 们 看 出 ,o (ww) 征 超 超 整 画 数 ， 也 具 有 一 般 的 堆 串 ,这 些 堵 点 全 
在 过 期 儿 的 顶点 。 

由 ( 工 ) 或 (8 ) 立 鹿 知 道 , c(e) 是 奇 夯 数 。 

在 (2 7) 内 用 v 十 2o 代 蔡 v。 根 据 $ 12 吉兆 的 公式 (4 ), 得 


O CUV 十 20) ao) 2 
oF) om tano 


故 ln g(wt+2%)=ln ov) +2mt+0, 
就 是 ot2w) =O0'6mo(), 
着 羡 如 暇 定 久 = 一 。, 旧 将 有 


Ep er FH A EH tr ET gi 
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“ig -pti i i 


oO(@)=—o(w)0e0 2 。 


但 因 o(w) 关 0, 故 
O00'= 一 6200 ， 


故 TV 十 90) 一 一 62904+o OU 。 
容易 看 出 ,一 般 地 有 
(4) ouT2Va) = —em to gy) (a=1,2,3), 
14. 用 图 数 o(w) 或 用 男 数 5(w) 表示 任意 的 覃 圆 画 数 ”到 所 
过 知 ,每 一 有 理 男 数 R(z) 可 以 有 下 渴 的 十 种 才 示 法 : 


(2—b1) (2— bs):..(2—bn) 
(a) R(z) = ode-ed eon) 
(8) R=B) + Ga 


其 中 CO、b1、ap、4? 是 常数 ,而 (2) 是 多 项 式 , 我 们 把 五 (2z) 是 做 
R(z) 的 整 式 部 份 ， 浊 两 种 表示 法 中 的 每 一 种 都 骑 於 夯 数 BR(z) 有 
一 十 的 描述 : 由 第 一 种 表示 可 以 看 出 , 夯 数 ER(z) 的 孝 点 和 标 累 大 
什么 , 而 第 二 种 表示 法 常用 蕉 积分 学 , 萎 出 了 RCz) 在 它 的 每 一 极 
点 契 的 主要 部 份 。 

现在 我 们 将 证 明 , 任 意 的 风 贺 本 数 也 都 可 有 类 似 的 玫 示 法 。 

假 贡 已 知 遇 期 是 2 2w 的 椭 图 画 数 f(w)。 取 任 意 的 一 个 
过 期 笠 行 四 瀑 形 , 且 假 定 f (ww 在 坦 一 平行 四 演 形 内 有 橙 点 a1， 
Gs，… ,Qn 与 于 点 01, 0>，…， 0。 同上 时 ,这 每 一 个 震 点 和 与 标点 是 规 
极 的 就 算 做 克 个 。 浊 样 就 有 ( 痕 轩 8 4)，. | 

Qi1+as+ Tan=01 6st To (mod. 20，2c ) 


搂 bi1 一 0 十 2 二 270 ， 
得 襄 挑 葡 整 数 WW、 ui 满足 放 
(1) Qi 十 Qs 十 … 十 Qn 二 01 十 bs 十 '… 十 b, o 


现 仿 并 , 一 般 地 来 说 , 不 在 丢 考 察 的 过 期 平行 四 滤 形 内 。 但 是 无 
仿 将 雾 点 组 
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b1， 0,， "yg 9, 


饥 成 与 七 等 价 的 组 
01，02，…，0no 


售 作 出 画 数 
gu) = ICV 一 DOCCU 一 D3) ou — Db) 


G(U 一 CGOVU 一 CD pO(U 一 CD 
导 - ` 画 数 与 画 数 /(w) 有 相同 的 雾 点 和 相同 的 极点 (而 且 它 个 的 航 
也 相同 )。 但 在 另 一 方面 ,由 本 图 数 o@0) 的 性 质 及 天 公式 (1 ) 有 
(wu 十 2c 一 @2naatate tan bbb) g (0) 一 IC) ，， 
故 g(w) 是 一 个 椭 图 面 数 , 且 与 7(w) 有 相同 的 过 期 。 关 傈 式 
Ca 
没有 极点 , 董 因 分 子 的 每 个 极点 都 是 分 母 的 同 级 极点 ,而 分 母 的 每 
个 等 点 都 是 分子 的 同 航 雳 点 。 但 比 (2 ) 是 一 个 构图 夯 数 。 故 址 个 
比 等 从 常数 ， 而 得 出 郴 数 (ww) 的 第 一 种 表示 法 : 


f=0 o(V— bo —b2) ov bn) 


ea) ee) 0， 

得 囊 0 十 bs 十 十 D4 二 Qi1 十 G2 十 十 Qno 
得 种 表示 法 和 (o) 相似。 

现在 来 著 椭 图 画 数 的 第 二 发 示 法 。 假 识 已 知 图 数 fu) 在 任 
一 在 本 平行 四 边 形 闪 的 标点 

Cl U2 9 Un 

奥 夯 数 了 Go 的 浒 应 的 主要 部 份 。 命 相 浪 於 极 是 ox 的 主要 部 份 有 
以 于 的 形状 


vv-DI 5 
二 1 -一 。 


(wu 一 0 


、 我 们 容易 看 出 ,下 滤 的 夯 数 在 cx 钳 也 有 相同 的 主要 部 份 : “ 
AiL CU—ar) + > AY— OD aR) 


@“ 遭 刘 每 个 极点 不 论 它 是 允 少 级 息 算 作 一 个 极点 。 
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对 於 其 他 枯 点 也 作出 示 样 的 式 子 再 把 它们 加 超 求 就 得 到 夯 数 
> AL a + DA DH an), 


上 湾 的 和 的 第 二 部 份 是 椭 图 画 数 。 我 们 将 瑟 明 ， 和 的 第 一 部 份 也 
是 懈 圆 画 数 。 事 庄 上 , 命 


pO = A uan) 


则 p20) = Adiost p00) = DP Art pl 


但 4; 是 我 们 椭 图 西数 天 礁 极 点 w 的 留 数 。 因 在 过 期 在 行 四 滤 形 
内 所 有 极点 的 留 数 的 和 是 雳 , 故 
p( 人 十 20a) 一 DC 
故 pg(w) 是 梯 园 页 数 。 
其 i 
fF ~ A aD A Oa) 


在 考察 的 负 期 于 行 四 光 形 内 没有 里 点 , 且 因 是 一 个 酉 图 函数 , 故 必 
篇 一 常数 。 故 得 出 ju) 的 第 二 表示 法 : 


J 一 C 十 > A (Um—ar) 十 他 -066 (wz 一 ny ; 


它 和 与 (6) 类似 , 故 可 时 做 f (ww) 的 部 份 分 式 展 开 式 。 

15. 生 克 斯 脸 粒 斯 画 数 的 加 法 定理 ”注意 而 数 

CU EV 
其 中 ,是 常量 ( 芝 然 ， 关 攻 用 通 期 2%、2w 作 模 不 奥 堵 等 入 )。 Ee 
一 面 数 在 点 v= 0 看 有 一 级 的 极点 , 且 在 点 w=v、 w= 一 4 获 有 一 
级 的 零点 。 容 易 看 出 来 ,用 前 节 的 定理 显然 政 窟 出 
qi=042=0, Oi, bs=—vo 

过 样 ,我 们 得 出 表示 式 


NN ouU—V)o(uty) 
YC) $4) = -0— Odi 一 一 
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坦 喜 0 是 常数 。 想 要 确定 过 一 常数 , 可 用 忆 乘 壮 一 顺 侨 式 的 两 滤 
再 命 w=0 0 道 苍 出 


“oO, 
于 0 To 
所 以 有 | 
(1) TO TO TAC mk PAC) 


[o Cw? ow)]? 
在 进 一 等 式 中 以 代 赫 v 《a 一 1、2、8), 且 回 想起 
Ya) =eu。 
因 GO 十 oo) 一 (UV 一 ax 十 20u) = — 0g (WY — Wa), 
所 以 我 们 得 出 下 滤 的 等 式 : 


8 一 we | (a=1. 2 8) 


除去 ow) 外 ,我 们 示 痢 入 三 侦 西 葛 表 夯 数 : 
(2 ) os) =— 0 (wa=1、2、3)。 


oa) 
过 训 我 们 取 负 号 ,篇 的 是 使 下 沸 的 等 式 成 立 : 
z cu(0) = 工 。 
得 楼 就 有 
8 一 we 一 [2 (=1、3、8)。 
我 们 在 出，8(w) 一 ea 的 不 广 要 是 浊 什 本 数 假定 在 点 w=0 的 痢 
近 使 性 个 根 常 趋 认 + 二 。 忆 时 有 


(8》 /本 二 中 一 (a=1. 2 3 


西 葛 表 夯 数 也 能 直接 表示 0) 。 篇 的 要 求 出 过 样 的 式 子 ， 取 
天 傈 式 
人 2 一 4 人 一 6 一 ca) 一 ea)。 
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由 此 得 出 下 式 

| 2 。 [0o1 CU)02 UW)03 (Wu)] 
[和 (w)] 4 CAOSNE 9 


求 出 它 的 平方 根 ,再 注意 
lim wag'(w) 一 一 2。 


” 就 可 得 


(4) "(Ww) =— exe。 


再 转 到 关 保 式 (1 ) 。 雨 泪 求 对 数 的 者 数 , 得 出 下 泪 的 等 式 : 

(5) gy +o) 

过 是 左 洪 的 部 份 分 式 展开 式 。 它 也 可 直接 由 § 14 的 一 般 定 理 得 
将 (51) 训 四 的 4 及 + 掉 换 


(5) -Be tL) EY), 
今 将 (50，(52) 相 加 ,得 


$=) 2 (ut) — Xu) av), 


故 
(6) 《+D=5GDOTCO + 于 多 二， 
所 得 的 等 式 将 二 个 变数 的 和 的 且 他 Ct3eTa 一 《<) 夯 数 用 每 个 释 数 的 
画 数 者 示 出 来 。 我 们 说 :(6 ) 表 出 且 他 画 数 的 加 法 定理 。 

篇 要 得 出 夯 数 《 的 加 法 定理 ,将 6 ) 关 谎 % 微分 之 ,与 关於 % 
微分 之 ,得 
~(ut) = + 


1 名 COLD 一 人 0 一 人 [fC] 
tT [$0 — 620)]? 


计生 i i 
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一 多 (UV 十 急 一 一 多 (办 一 
-- 豆 "CV) OO) 一 人 0)] 一 人 《0) [CD 一 全 (7)] 
0 tC) ERR 


(WW) 一 人 (oj 
把 坦 雨 个 等 式 渡 滤 相 加 ,得 : 
(7 ) 一 28(v 十 办 一 一 GOD) 一 8(o) 十 


1 [8 (一 多 (Co [8(GD 一 9(o)] 一 [8 (CO 一 多 
十 可 [区 (oo 一 人 CO 


因由 夯 数 《 的 微分 方程 
2 二 24 一 13 
故 4 (一 人 (一 6[L GO) 一 人 (9)] 。 
应 用 遗 一 恒等式 ,不见 将 (7 ) 化 篇 以 下 的 形式 : 
(8) to)+Y T+) = 工人 网 一 5] ， 


人 (一 个 (9) 
道 就 是 画 数 名 的 加 法 定理 。 
16， 用 丽 数 名 及 8’' 表 示 和 名 椭 辆 男 数 ”在 $14 豪 潍 已 如 明 , 任 
意 的 椭 图 面 数 fw) 可 有 部 份 分 式 的 展开 式 : 


fw) -0+ 总 ArC (WU Gr) 十 之 人 人 (WU—ay), z 
同时 有 
(1 ) p22 AL=0。 


现在 用 夯 数 《及 《的 加 法 定理 ; 此 外 再 注意 ， 多 的 任 党 滋 数 起 
8 及 8' 的 有 理 式 。 / 
首先 ,由 《 的 加 法 定理 ， 


(2) DAtrad = DALW+R, = BC, 87)， 


其 中 Bi 和 以 后 遇见 的 R、 Re、… 类 似 , 玫 明 它 所 包含 净 数 的 有 理 
因数。 建立 ( 2 ) 时 利用 到 ( 1 )。 
根据 画 数 8 的 加 法 定理 ,得 
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SAVY ua = Rel9, ®) ， 


其 次 ' AC"' (var) = Rs, §) 


Kk 


等 等 。 

由 所 有 得 些 筹 式 ,有 

fu) =R(Y, 8 )。 

省 样 ,每 一 个 椭圆 夯 数 均 可 用 名 及 YY 的 有 理 画 数 裘 示 出 来 。 

过 一 裘 示 式 可 写成 以 下 的 形状 : 
(3 ) fw = R18) + RY。 
得 台所 代表 的 葵 是 9 的 有 理 画 数 。 事 实 上 , 由 画 数 8 的 微分 方程 ， 
知道 计数 久 的 每 一 整数 乘 需 可 用 具 4 十 B8' 形状 的 式 子 表示 出 
来 ,其 中 4 及 B 是 的 多 项 式 。 故 及 凶 的 有 理 画 数 可 用 下 
普 的 式 子 改 示 出 求 : 


| 


R(®, $") = 


其 中 Mi、Ni, 必 , 六 是 名 的 多 项 式 。 用 1 一 ANY 乘 道 一 式 的 分 


| 
Re, 0) ~ 3 Ni 


现今 分 母 诬 是 % 的 多 项 式 。 即 
R(@, 6)=R(6)T+ Rb), 
性 就 是 我 们 要 膝 明 的 。 
我 们 还 应 注意 , 偶 酉 图画 数 可 用 下 渡 的 形式 者 示 出 来 ， 
fu) = RE), 
而 奇 椭 图 画 数 姑 可 用 形式 
| f= RC) 
表示 出 求 。 篇 了 证 明 它 , 取 下 列表 示 式 
f=R()+ R60 (WW), 
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且 以 一 w% 代 赫 %。 诅 样 得 
f(—wW=R ) ~ RY (wu), 

因 %(w 基 偶 画 数 , 而 纪 Go 是 奇 画 数 。 若 .foo = 了 (一 刚 将 上 
二 式 相 加 ,者 /= 一 大 一 切 其 由 第 一 式 减 去 最 和 后 一 式 。 

由 《3 ) 可 得 出 椭圆 画 数 许 多 的 一 般 性 览 。 

一 个 最 重要 的 性 质 是 :任何 两 个 构 较 面 数 若 有 相同 的 过 期 , 划 
过 一 夯 数 之 间 有 一 代数 关 傈 却 联 紫 。 

命 fs) 及 gt) 是 过 样 的 雨 个 画 数 。 壮 上 时 有 


(41) (0) = R16)+ RL)Y, 
(4,) ’ gu) = Rs(8) + RE)Y', 
在 另 一 方面 ， 
《5 ) 4 一 全 一 9 一 gs 。 
由 《41)、(42) 及 (8 ) 可 以 消去 8 及 8 。 遂 样 就 化 成 以 下 形状 的 天 
公式 : 
F(f, 9)=0, 


其 中 万 是 f 及 9 的 多 项 式 。 : 
现在 指出 过 个 一 般 情形 的 两 个 特例 。 先 取 g=f', 其 次 取 
9(Go) = 了 ut 2)。 明 楼 我 们 得 出 以 下 的 事实 :《 a) 每 一 酉 因数 江 
足 於 以 下 形状 的 一 般 徽 分 方程 
了 CH f)=0 
其 中 万 是 关 放 了 、j 的 多 项 式 ;〈b ) 每 一 酉 圈 画 数 具 有 代数 的 加 
法 定理 。 

四 样 的 代数 加 法 定理 的 例 有 $ 15 内 的 公式 (8 )， 因 短 右 泪 的 
潭 数 @ (CD 、g'(o) 各 是 8(W) 、8(o) 的 代数 画 数 。 相 反 的 ，$ 15 的 
公式 (6 ) 不 是 代数 的 加 法 定理 , 因 画 数 8 和 它 的 清 数 不 是 画 数 《 
的 代数 式 。 

17， 杭 国 积 分 以 上 在 § 11 训 泛 ,我们 已 经 计 匣 过 第 一 种 稀 


站 人 
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图 积分 。 一 般 有 具有 以 下 形状 的 各 分 时 做 构图 积 分 : 
(1) | RG, wa 

其 中 42 一 Co24 十 40128 十 6as22 十 4csz 十 4 三 jz) 
温 有 附带 的 人 条件 ,就 是 多 项 式 f(z) 不 能 有 重 根 。 


怒 何 、 解 析 及 力学 上 的 各 种 问题 常 可 化 乱 积 分 ( 工 ) 。 最 初 和 
样 的 问题 之 一 基 求 椭 轩 的 咱 长 。 


分 , 梯 圈 印 数 。 
取 酉 图 v=asint, Y= eost, 
, 2 2_ 12 ( 
且 命 02 一 C2 一 六 2 ， 1 
对 雁 弧 长 的 微分 有 


dads? =adw?+ay = (a cost+o0° sint) d= 
一 (@2 一 2 si Dd = (1— hb sin? Dap, 


所 以 s=a| MIP sin? t di。 
假定 用 公式 = sint 
导出 上 以 代替 性 其 想 要 求 的 弧 长 篇 
| i~— Pes 
:=a| dé 
1— hb2é? 
rd 


实际 上 ,各 是 (1 ) 的 特例 。 
在 $7 内 我 们 已 经 十 明 , 厌 助 於 通 当 的 线性 分 式 次 换 ， 可 以 把 
积分 (1 ) 豪 光 的 根 式 化 成 以 下 的 形状 : 
V 4p — gat— go 
命 温 个 线性 分 式 变 换 有 下 瀑 的 形状 


24 十 尼 
?7 十 0 


证 一 
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者 时 有 


NV dr gt gs 
Naoz 二 + das T6422 二 4az+ 04 = 一 


| ac ~ pn dz 一 
_ ov tpB ~ 403 一 gs V dw’ — ga — v2— gs 一 CT 
-| R(2 ) (yz 十 9)3 全) 名 二 人 sa。 
在 特殊 情形 有 | 
z dz dx 
| (a0 —BY) | “一 020 一 ga 
站 样 ,我 个 可 以 讨 座 下 漫 的 积分 以 末代 (二 ): 
(2) | ze， V 42z3 一 9az 一 93 ) dz, 
其 中 的 BR 温 是 表明 它 所 包含 的 雨 个 权 数 的 有 理 画 数 。 : 
衣着 入 相当 礁 不 变 式 g。、gs 的 范 数 4) ， 且 命 2= 负 (WW) ， 剧 
积分 (2 ) 构 篇 以 下 的 形状 : 


C3) | ae@e， gb du= |RC%, 1") du, 

印 , 我 们 将 得 出 酉 贺 画 数 的 积 从 。 沟 换 z=$(w) 表明 
- do 

(4) “| 


且 由 (2 ) 畦 到 ( 3 ) 可 以 解释 篇 想 把 一 般 的 椭 加 积分 (2 ) 看 成 对 应 
的 第 一 种 酉 图 积分 ( 4 ) 的 画 数 。 
想 要 求 积分 (8 )， 最 方便 的 是 将 删 图 本 数 RC8，8') 展 成 部 
份 分 式 : 

Ri(8, 8)=0+2 At ad +D -MY a), 


雨 潍 积 分 得 
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[RC®, 8) d=01+0u+ DB Arn oluman) — 


-d+ Wun), 


Cr 3 


个 注意 面 数 上 及 名 的 加 法 定理 。 由 道 些 定理 有 
SADCu ao) = AC) + Bl, 8)， 
> AY -MOID Ww Gy) — Rs(%, 8'), 


(r»3) 
其 中 4 是 常数 。 
根据 上 过 公式 ， 


| Re， 8) du=0u+ Arlno(uan) + A) + R"(, 8'), 
因 > 4 一 0， 
故 遵 一 公式 更 可 总 成 以 下 的 形状 : 
(5) | Ri(®, $du= 
= Cu AL(u) + Ay In SS + RC 8’)， 


右 渴 最 馈 的 一 项 是 椭 图 而 数 。 最 初 三 项 非 椭 加 醒 数 。 
把 楼 数 痪 回 最 初 的 多数 ?= 8(w) 。 和 时 公式 (5 ) 右 泪 的 最 
合 一 项 可 窟 成 以 下 的 形状 ; 
R* (2, w), 
其 中 : Ww? =423 — ga2— ga 
这 是 积 轨 (2 ) 的 代数 部 份 。 
至 於 超越 部 份 ， 它 可 由 下 滥 的 元 素 构 成: 


uv, Lu), ln Si Tw (a)o 
进 些 夯 数 的 第 一 个 态 
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_{dadz 
w=| 写 ， 
第 二 个 等 让 。 《CO 一 一 |8GOm= 一 | 


w 
而 第 二 个 是 


0 (u—0) 加 ou—a) cl) 站 7 
也 0 +w (0) =| a) yen te )}a 


-Co -td + ) | yg 


注入 z= 名 (Ww), w= 人 (WwW), 命 和 (4) 一 加 各 (8) 二 Woo 时时 第 三 个 
画 数 沟 需 以 下 的 形 杰 : 


3 半生 .多 
2) z—2 WwW” 


积分 4 一 车 


也 
以 前 叫做 第 一 种 酉 圆 稿 分 ,现今 把 积分 
| Zaz 
. Ww 
叶 做 第 二 种 标准 椭圆 积分 , 至於 积分 


了 [e+ 
2 2 一 20 细 


划 叶 做 第 三 种 标准 椭圆 积 分 。 


”这 样 ， 至 体 的 杠 圆 积分 是 由 以 上 三 征 精 圈 积 分 及 : 和 名 的 菜 


有 理 图 数组 成 的 。 
赭 助 於 以 上 所 建立 的 椭 图 阔 数 理 渝 而 得 到 的 莹 一 结果 也 可 以 
不 依 井 慎 个 理论 而 得 到 ,六 晶 是 关 认 道人 椭 因 积分 与 超 梯 轩 积分 
的 一 般 定 理 的 特例 ,过 种 积分 ， 就 是 具有 以 下 形状 的 积分 : / 
[RG, Z)dz, 


其 中 2 是 n>>3 次 的 多 项 式 ,而 8 是 有 理 图 数 ， 


UM 
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18. 西 他 琐 数 的 无 局 乘积 玫 示 “在 8 3 内 全 用 无 宽 航 数 界 襄 
西 他 画 数 。 现 舍 我 们 想 把 西 他 画 数 展 成 优育 乘 稿 。 
想 要 得 出 过 些 展开 式 ,考察 男 数 


(1) f= -1 I (p17), 


其 中 广 是 常数 , 它 的 模 小 大 1, 而 : 是 槛 绝 数 。 上 滤 窟 出 的 无 罕 乘 
积 对 於 任 意 的 s 关 0 艳 双 收 伊 , 且 公 式 (1 ) 所 界 说 的 画 数 /(s) 显 然 
在 每 一 要 於 雳 的 有 限 点 。 是 正则 的 。 其 次 , 从 (1) 的 右 兆 可 以 看 
出 ,f(s) 满足 於 下 所 的 画 数 方程 

(2) f 6) =—hsf (hs), 

画 数 了 (3) 可 以 展 成 劳 郎 CIopan) 儿 航 数 。 假定 温 一 展开 式 具 有 下 
这 的 形 钛 : 


(3) f()= 忆 as 
注意 ( 2), 得 : | 

z > Qt 一 D3 Qh tisttl, 
故 ax= —ax-ih ro 
得 个 关 傈 式 可 窟 成 下 滤 的 形状 : 

(~—Draxh™ =(—D Tar 

旭 样 , 量 (— 1 rarh™ 
与 上 无 天, 道 就 是 表明 


(—1)"axh™ =00o 
我 们 的 展开 式 ( 3 ) 就 取 下 滤 的 形状 : 


(63) 


64 篇 加 闭 数 圭 桨 要 
fC) = 3 (一 Der 
故 fests) ~aoj1+23 S$ (一 De cos Qh !. 
大 括 绝 右 浊 的 式 子 就 是 如 (?)， 故 
Boo) = Lp"), 
在 另 一 方面 ， 
fC) = LH ~ -Hs gr) lhe -ao 一 


= I (2h cos Qn0 4 ha-s), 
k=1 


址 样 ,就 有 
如 (一 一 一 下 (1 — 2 cos mo 十 ji)。 


我 们 已 烃 得 出 Bu) 的 无 祷 乘 积 展 并 式 ， 但 豪 潜 的 数字 因子 
-一 一 过 没有 确定 。 现在 起 把 已 求 出 来 。 和 需要 过 到 过 目的 , 疏 


(4) f1(8) = IL (1— h2r- 1 (1 一 Ni- -18-1), 

把 (4 ) 的 右 渴 实 地 生出 来 ,得 
Oost d+ (ti). 

同时 

(5) a = (—1)"hlt3+s+t" fon (De, 

在 另 一 方面 ,由 (4 )， 

Ch— 1") fh2s) = — (1— Phe"t1s) f(s)。 

改 (sh— he") > a hs = — (1— ht1s) > Cgosr 

或 gD Dy 

比较 两 滤 的 傈 数 ,得 


Qe" (he2* tl 一 六 2 十 1 - a] Ch2+ n+1) 。- 1) , 
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依次 假定 X=0, 1,， 2，…，(n 一 1), 且 把 得 出 的 等 式 乘 起 来 ,就 有 
(—D"aP I O11 =a I Qh), 
故 由 (5)， 得 
h" [I ( 代 一 她 和 昌 ) 


a 47? 一 


Ti (1 , hp?) 


或 a ny 一 b= 
1T (1—12% 
我 们 要 求 的 量 wo 等 认 


w= lim ao。 
事实 上 ,由 确定 劳 训 氏 级 数 的 保 数 的 公式 得 


1 br PP= 元 示 GO 
Wo 二 站) S | 6 一 2T 户 (s) S 9 


其 中 的 积分 路 是 单位 图 的 图 周 ,但 在 该 图 周 上 党 %>oo 脖 . 六 (s) 均 


一 趋 近 於 ($s)。 由 以 上 所 得 到 的 a9” 的 表 巡 式 推出 
1 


漠 样 ,最 后 的 公式 就 是 以 下 的 形式 : 
=H Ke 
= HJ (1— 2h2*-160g 2rv + Pe-?) ， 
其 中 Ho= IT (~), 


由 此 我 们 不 座 得 到 其 他 西 他 画 数 类 似 的 展 肛 式 。 汗 些 展 开 式 全 在 
IX 过 豪 兆 。 慈 取 画 数 名 (2) 的 展开 篇 例 。 篇 此 目的 ,可 应 用 下 潍 
的 等 式 : : 


66 杭 加 证 数 瞪 向 相 
1 ,4 aiv T ) 
| go) = rd (vt )。 
由 得 一 等 式 得 
1 oo 
也; (7 ) 一 二 Hoh te™t I (1 _ h2re2riv) (1 — hr-20~27iv) _ 
= Hh CE 所 (1 _, 62™1v) IL (1 下 2562xt ) (1 _ hre™2"iy ) 一 
k= 
1 co 
=—2Hoft sin ww I (1—2h* ooa 2mo 十 jx)。 


如 有 西 他 画 数 的 无 窃 乘 积 展 开 , 就 不 闪 将 它 的 全 部 寺 点 的 集合 写 
出 来 , 且 可 得 出 导 些 夯 数 的 霉 值 ,特别 可 储 明 
员 (0) 一 mp8o(0)32(0)8s(0)， 
道 式 也 在 表 IX 内 。 
19. 西欧 玛 画 数 与 西 他 夯 数 的 关 保 “ 今 比较 夯 数 Ce) 与 画 


数 办 (地 -) 。 滥 些 夯 数 的 雳 点 都 是 一 般 的 , 旦 是 下 滤 的 形状 ; 


V 一 920 十 2 mm'=0、 土 1、 士 2、……)。 
考察 下 瀑 的 式 子 : 
FD) = eo (人 
” 
站 是 在 有 限 的 距 齿 内 没有 奇 办 点 的 图 散 ， 因 乱 分 几 和 分 子 有 相同 
的 等 泗 ， 且 每 圾 点 的 级 也 相册 o 
先 求 fu 十 20) 及 jue 上 2o7; 
(ut2)s _OWT20) 


b(t+1) 


Fw 二 2) 一 6 


— gripAwatut ow)e2anty+ om) - CC 一 22watm ut fF (0) ， 
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f (wt 20') = et?%) 


《7 
(Be +) 
peu CA’ Cu +t") 一 0 一 { 2602ow 二 二- OO) , 
je 
注意 到 等 式 1 一 人 yo 一 -了 ， 
慎 样 得 2(2w'g+7) + — 一 2r(2oa 十 7)。 
假定 我 们 命 xc 一 -30 


则 上 上 瀑 需 出 的 等 式 绝 香 下 温 的 形状 : 
Ju 十 2o) 一 oO， 十 20 7) 一 /00)。 
但 因 f(w) 是 整 贺 数 , 故 适当 未 择 a 肝 可 使 了 (w) 成 篇 常数 。 故 


oC) =0e 8 (2 )。 


2 
要 想 芍 定常 数 C， 可 示 将 两 滤 微 分 , 绸 命 4 一 0 。 遂 棕 得 
jo 
1=0. #1(0) 9 
2 
放 W200)) 
因 此 有 


(1) 0(W) = 


同样 可 得 出 其 他 的 西 他 醒 数 和 西 葛 表 夯 数 的 类 似 的 关 傈 式 ( 慎 些 
关 傈 式 窟 在 表 和 X 详 兆 )。 
由 天 傈 式 (《1) 可 以 知道 , 任意 的 梯 图 画 数 如 果 知 道 它 的 雾 点 
和 极点 , 旭 亦 可 用 西 他 画 数 表示 出 来 以 替代 用 西 葛 琢 画 数 的 表示 。 
假定 fo 是 一 个 椭 国画 数 , 且 在 基本 平行 四 渴 形 内 


. . ， I : . i 
J EH 本 i i 1 三 
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位 1 2、 “ Cn 


是 它 的 极点 ,及 
bi、 bs、 NN 0， 
是 它 的 等 点 ,其 次 裔 
(2) 0 十 0 十 … 十 mr 一 站 十 D2 十 … 十 go。 
前 滤 已 经 得 出 


f= GWU—aDo Ua) ICU 一 Co 


其 中 CO: 是 常数 。 
现今 得 到 下 瀑 的 表示 式 : 
fw) = Ce 到 { uD) bua) ~ 


La) 
六 全 二) (二 全 
(WW—01)2+ (U0) — V0) Oo Va) 


明光 , 所 用 的 项 显然 彼此 相 浓 。 由 (2 ) 知 道 包含 久 的 一 次 乘 四 
的 项 也 相 浓 。 送 棕 就 有 


er J ed 到 
oi( T(E ( 于 
20， 画 数 (wv) 及 9(w) 的 音 航 数 展开 式 “ 今 再 转 到 公式 


一 - 2 01 (Vv) 
Oo (WU) = Qe cy 


5。 两 洪 取 关於 % 的 对 数 的 洲 数 ,得 


在 式 


其 中 2 二 


O02 
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现今 用 画 数 加 () 的 无 窃 乘积 的 展开 式 代 替 加 (Oo)， 则 得 到 下 巡天 
於 夯 数 bw 的 展开 式 : 


A® Sin 2or% 
(1) LO -Dt 六 [ort 


遭 吉 我 们 得 出 《(w) 用 单 揪 守 航 数 的 改 示 法 而 非 前 潍 用 以 乔 说 责 
数 “(w) 的 二 重 航 数 。 我 们 得 到 的 半 一 航 数 温 可 用 下 潍 的 形状 求 
示 出 来 ,得 岗 於 许多 目的 来 说 ,都 是 比较 简便 的 : 


_ z+21 总 /212kz-2 2j25x 
GD -3 生计 全 + 遇 ( 全 营 人 


NI 


其 中 : 2 一 6 2 。 
篇 要 得 出 面 数 《 (Cu 的 类 似 展开 式 ,南光 对 愉 1/ 微分 。 得 赚 得 
(3 ) (一 一 也 一 


or jp hr 

一 (< 工 lo 一 2 + > | (1— Ri (1— ps) 
篇 要 把 nm、e1、 es、es 用 吉 示 出 来 , 可 应用 已 得 出 的 家 数 。 在 (3) 
内 假定 “= 一, 即 2 一 ?和 因此 得 


4 +2 记 Ta 
同样 ,假定 w= ay, 部 2 二 态 因此 得 


了 2 h2*~1 z 
4- 了 2) Dy 


最 德 ,假定 w= 一 o 一 of， 即 z= 一 访 ,因此 得 
oF 2 oo ph2*-1 
2 一 全 二 2) 2g 
将 上 上 滤 得 到 的 等 式 逐 项 的 加 起 来 ,再 注意 到 等 式 : 
ex 十 6z 十 6 一 0， 
则 经 过 简单 的 计算 后 得 


70 述 贺 商 雪 锥 御 要 


mo= 瑟 诗 - 24 > I— Tel : 
21. 量 Clt、(C2、(C3 用 西 他 六 数 零 值 的 表示 式 回想 起 公式 
VR = (a=1, 2 8), 


: IC ) 
过 喜 假 定 WwW= wp, 则 得 
/er = Cal) 


U (we) 


比 将 上 式 的 右 光 用 西 他 圆 数 发 示 出 来 。 0 命 B=1, a=2 剧 得 


Vi POMCO0)_ 1 Ho 
1 Do B00) 800) 区 Bd ° 


在 过 豪 以 及 以 后 各 不, B66、 如、 商都 分 别 表明 面 数 goCo) .Ba(o)、 
go) 、8(o) 在 点 0=0 处 的 值 。 但 因 ( 央 看 表 IX) 
A = md, ? 


故 Va-o= Dr 0 
同样 可 求 得 ， MA 
及 
V ea 一 6 一 一 锥 /6 一 6 一 一 了 红 ， 
Ve 一 ea= 一 兴 o 一 es 一 一 2 全。 
由 所 窟 出 的 公式 推出 
0 


出 此 得 到 下 面 的 重要 天 俊 式 : 
3 一 D0 十 02 0 


下 yr 四 | 
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hr ier idiot 


——— 7 he de pig ~, 人 


22. 西 他 画 数 的 变换 “直到 现在 ,考察 西 他 画 数 时 , 补 研 究 它 
和 楼 数 " 的 相关 而 站 没有 注意 它 和 奏 数 7 (或 与 =e"") 的 相关 。 
当 研 究 它 与 v 的 相关 时 , 有 顺便 考察 当权 数 » 加 上 一 个 遇 期 或 什 个 
过 期 轩 , 西 他 汞 数 怎样 缀 化 。 

现在 就 来 研究 西 他 本 数 和 糊 数 * 的 相关 。 迁 嘉 代 灰 平移 芭 
( 玫 移 通 期 或 咎 过 期 ) 出 现 的 是 全 体 构 换 


* 27T 十 及 
YY8 士 人 


所 成 的 模 断 换 合 之 , 其 中 w、B、7、5 是 整数 , 旦 满足 产 傈 式 : 
cad 一 67y=1 o 
由 前 滤 ( 容 看 $ 9) 知道 , 对 3 是 由 下 滤 的 两 个 基本 沟 换 产生 


站 
11i l Oi 
S=(0 1) T=( -1 0 小 

放 科 要 研究 党 T 受 贮 雨 个 基本 构 换 有 时 西 他 丙 数 怎样 交换 就 向 
了。 

把 r 网 成 * 十 工 就 是 用 一 代替 及 , 沟 换 化 相当 的 公式 很 简单 
地 根据 西 他 画 数 的 人 无敌 圾 数 展 因 就 可 得 出 来 。 泪 些 公 式 具 下 滤 的 
形状 ; 


8 (oz 十 了 二 红 8i Ko|， 
ott DD) = 0|7), 
B17+D) = |7), 
goCv |T+1) =8|7), 
且 证 = ed 


现 全 研究 7 楼 成 一 二 ， 信 方便 起 见 站 引用 寻 吕 


(1) 


ol 
心 


i Ee ,. [i . =- 


ee ee ee ee pi ri rd pi 


取 郴 数 f (0) 一 er 人 到 。 


不 对 检验 出 过 一 天 数 没有 奇 机 点 、 事 实 上 , 它 的 分 母 的 圭 点 ( 且 孝 
是 一 级 的 ) 只 是 
(2) v=( m+ 于 )r+(n+ 吉 )， 
其 中 m、n 是 整数 。 同 时 省 些 点 也 是 分 子 的 堵 点 , 因 篇 党 


(nee 
时 (m'、 mn 是 整数 ) ,就 是 党 
o 一 (mo 十 豆 ) 一 (中 二 于 )= 
时 分 子 构 篇 于。 假定 
m=nNn, n=—m—1, 


则 时 一 式 就 成 了 (2 ) 的 形状 。 还 样 /Co) 就 是 一 个 超越 整 本 数 。 
但 容易 县 伍 : f(o) 是 一 个 精 圆 醒 数 。 故 /Co) 是 一 个 常数 ,就 是 


(3 ) BT'v|T) = Ae-si pv |7), 
浊 训 再 用 "十 喜 、% 一 工 、o% 十 -可 z 分别 代 赫 v0， 且 引用 $3 豪 
的 关 傈 , 妈 得 出 下 滤 的 公式 : 
dolT'vV)T) = Ae id v7), 
(C8) Vo(T'V|T) = Ae "OVI7), 


PTT =Ae-TiT vr (wv|7), 
因而 一 切 都 化 篇 求 常数 4 了 。 要 想 巡 到 站 一 目的 , 高 出 道 些 公式 
党 v=0 时 的 情形 , 求 出 最 熏 一 式 关 於 bv 的 一 航 导 数 , 姑 得 
(0|7') = Ad(0|7), 
8s(0|7')=A90(0|7), 
Bo(017T) =.A8,(017), 
TH(0l7T) = 07) 
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今 再 注意 ( 姿 看 表 IX) 
0 = nd Dod » 
由 这 一 并 傈 式 得 
vad TIN OT TI OT) =iArd (0) DD 0 | 7017), 


下 A2r! = 
因此 有 4 一 一 人 7， 
故 

(3"") A= 十 MV 一 记 ， 


其 中 根 号 下 朵 取 使 它 的 真 数 部 需 正 的 值 。 
现今 想 确定 公式 (3 ) 误 兆 的 号 , 即 在 等 式 


(4) B015) =+V -iB(0|7) 
襄 滤 的 号 。 下 滤 的 雨 个 量 
(5) 9(011), V0(0|7) 


当 7 在 上 千 斑 面 时 大 正则 函数 。 假定 是 纯 砍 数 ， 划 =e*” 及 
p= 是 正 数 ， 故 由 面 数 ja(o) 藉 助 从 三 角 般 数 的 定 闵 知 道 量 
(5 ) 也 是 证 数 。 故 假定 7 在 千 虚 轴 上 时 ,我 们 可 以 看 出 来 ,( 4 ) 让 
兆 订 该 取 正 号 ,各 就 和 表明 在 上 人 秆 下面 内 的 任 一 点 7, 都 应 党 取 正 器 
(《 因 乱 是 正则 西数 )。 肖 栎 ,公式 (3 ) 束 取 下 洲 的 形状 : 

BalTV T= re "(|7), 
( 6) BelT'VIT) = rei (|7), 

bor'v It =~V re "iW, T)， 

CAE DE TE 

~ 西 他 夯 数 的 零 值 伍 用 它 人 救出 的 各 种 量 , 都 仅 是 7 的 而 数 。 

在 这 些 画 数 圳 一 个 重要 的 男 数 是 


_ 如 07) - 
和 = -0 FE: 三 入 (7)。 
根据 公式 C1)， 0 

: r+D— 一 加 0 , 


?4 档 加 吏 数论 稀 要 


但 由 前 凶 有 
C0|7)=%0| 7 ~017), 
故 Mr 了 TD= 一 一 一 ， 
MD 
或 
(7) 和 (7 十 二 ) 一 FA 0 
同样, 由 公式 (6) ,有 
(DN) MOIn 
03C0|7) ° 
故 
(8) 人 (一 二 )=1 一 MD。 


公式 (7 ) 及 (8 ) 事 明 , X(z) 关於 模 杰 换洗 牙 非 不 释 。 但 可 示 
明 , 从 整个 模 丛 3 亮光 可 以 取出 革 一 子 华 (用 3 代表 它 ) 使 夯 数 
入 (Tz) 关 礁 它 是 不 变 的 。 故 入?) 也 时 做 模 画 数 。 : 
模 瑟 豪 浪 的 任 一 炙 换 都 可 用 下 瀣 二 个 基本 变换 的 结合 洗 示 出 
’ 
S': r=T+1; 


1 
T 


得 些 情况 和 (7 ) 及 (8 ) 千 合 起 来 ,可 以 建立 起 和 (7) 在 整个 模 释 换 
二 3 了 豪 渴 构 化 的 状 涡 。 第 一 ,我 们 有 


ACIT) =AC7), MST) = MD MTT) 一 Ne)， 


和 CT) —1 
其 次 ,有 
A(T)—1 ~ 1 1 
MITT) = ACDST) -TX Am 一 和 


今 将 姓 明 , 我 们 的 任务 一 不 外 是 XUr) 所 取 的 一 组 数值 ， 过 
襄 兆 U 是 又 3 的 变换 。 乱 要 过 成 我 们 需要 的 目的 ,首先 有 
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和 ACS7) 和 A(T) | 
人 27 = 一 : = 一 大 (全 o 


但 因 3》 亮 渴 的 每 一 变换 U 都 具有 以 下 的 形状 : 

U =TSTSr...TS"TS", 
故 篇 了 得 出 丽 数 和 CU7) 的 不 同 的 值 , 开 须 考察 过 种 构 换 可 ， 他 们 
使 数 8，…, m,n 内 的 每 一 个 是 0 或 1, 和 进 是 容易 余 明 的 。 其 
次 , 因 T?= 了 , 故 考察 的 多 换 放 具 以 下 的 各 种 形状 : 
(9) TSTS...T, TSTS...TS, STS'...T, STS...TS, 

但 不 欢 脸 区 ,下 涅 的 等 式 成 立 : 
STSTST= TSTSTS=I., 

故 多 换 STSTST, TSTSTS 
使 和 (7) 不 变 。 故 在 (9 ) 内 所 饼 的 多 换 可 分 篇 五 大 类 , 即 


S, 人 
(a) js 了 ， 
TST, 
TSTS, STST, 
(8) rgpsy, STSTS 。 


上 渡 (wa ) 租 喜 浪 的 炎 换 已 税 考 察 过 了 。 至 类 构 换 ( 6 )，, 它们 阔 未 
得 出 新 的 变换 ,例如 


ACTSTST) =XCPSTSTSSTT) = 2 效 
0 的 基本 所 ， 
域 。 运 -一 领 城 我 们 将 要 叫做 pb, ! GH Y : 


站 
包 合 奥 整 个 模 全 2 的 基本 贪 域 0 ”上 久 2 
等 价 的 六 个 扬 域 。 要 想 作出 De 取 A A 
D 的 等 价 的 领域 7 以 音 代 了 图 一 一 一 上 一 一 
加 


7)， 演 使 域 是 由 直 狠 


76 档 加 可 数 夫 焕 更 


R=—1, Rr=0 
和 国 周 
IT+1|=1, |7|=1 
包 图 而 成 的 。 

其 并, 对 礁 关 便 域 的 每 一 哑 郁 作 鬼 换 os 。 简 单 地 就 , 贪 域 受 
变换 8 所 得 的 领域 呈 做 S 。 同 样 可 作出 领域 了、TS、S-!T、STS 
(图 7)。 粘 果 得 出 面 数 X(z) 的 基本 领域 D, 。 它 是 由 站 焰 

Nr= ~1, z=1 


t+ 二 | 


和 图 局 9 ~ 9) 


图 成 的 。 和 与 领域 Da 的 境界 有 连 紧 的 多 换 是 


TY 一 T 十 2 ( 1 )， 


# 也 1 0 
27 十 芋 (» 1 ) 
”和 楼 换 以 了 产生 全 3 类 似 ,过 雨 个 变换 产生 重 2。。 注 意 , 芥 
2 的 特点 完 公 决定 於 它 的 多 换 
-mam Bb 
( y od ) 
的 性 质 。 各 一， a、B、7Y、5 全 是 整数 旦 满足 
a0— By=1, 


| = 
TC——— —— 


2 


其 次 ， z 
a=1 (mod'’2), B=0 (mod 2), 
?7 三 0 (mod 2),， d=1 (mod 分 ， 
换 句 话 就 , a、6 是 奇数 ,而 6、?7 是 偶数 。 
我 们 不 去 膏 过 些 事 自 的 次 明了 , 因 篇 我 们 不 需 用 它们 。 
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23， 雅 各 比 及 歼 曼 型 的 第 一 种 椭 图 黎 分 梯 加 积分 


= ds 
1) =] ~ dss— go8— gs 
的 反 责 数 是 本 示 斯 肥 拉 斯 丽 数 y 二 8(w) ， 在 雅 各 比 理论 中 不 去 讲 
论 它 而 讨 座 积 分 


(2) w= | J 
它 蕉 包含 一 个 套数 8; 站 个 套数 是 做 税 考 察 的 积分 的 模 。 

假定 =, 如 =z, 其 积分 (2) 取 以 下 的 形状 ; 

3 

(3) w=| oz 1 
省 是 黎 紧 型 。 

雅 各 上 比 或 黎 受 型 的 积分 共 包 售 一 个 套数 ,而 不 像 衔 泵 斯 脸 近 
斯 积分 包含 两 个 参数 的 那 种 情形 ,在 各 种 计算 中 颖 出 特别 方便 。 
至 崔 理 论 的 研究 , 剧 生 锁 斯 有 拉 斯 型 颖 乎 经 常 是 最 可 取 的 。 

在 构成 生 半 斯 腻 拉 斯 理论 以 和 后 ,再 独立 地 讨 询 积分 (3 ) 就 是 
多 角 的 事 了 。 最 简单 的 是 利用 下 列 事实 : 必须 实行 杰 数 > 焰 篇 构 
数 s 的 分 式 烷 形 构 换 ( 也 就 是 变数 炙 篇 妈 数 y), 作 此 交换 秘 使 各 
分 2 答 权 成 积分 久 再 乘 一 常数 因子 。 因 当 s= co 有 蛙 > 必须 篇 零 ， 
故此 沟 换 必须 具 以 下 的 形状 : 


必 > 一 一 -一 


$ 一 人 ” 
多 项 式 48° 一 gas 一 93 的 根 3 二 e1、e2、 es 必须 和 数值 ?一 工 、 三、 ce 相 


《77) 


78 禄 面 机 数论 炊 要 


"Tih rr 


车 。 故 入 必须 等 礁 数 值 eu 中 的 一 个 。 假定 和 一 63) /一 6 一 6 。 期 
根 s 一 4 构 篇 z=1。 因 此 有 


4 — C1 一 C3 

(4) 2 一下 
~ C1 C3 

及 = 


由 (4 生 ) 得 出 5 一 全 
(el 一 63) (1—z) 
2 


8 一 《一 


C1—€ 
8 一 fo 一 1 3 


(81—€3) (1— z) 
2 


, J (ei1— 63) dz 
ds = ~ 


1 ¢ dz 
& 一 
CC1 一 上 J0 Co—63 
' 2z(1 2) (1 全 一色 
要 想 把 各 一 公式 和 ( 3 ) 淖 作 一 个 东西 ,说 命 
(5) he 
友 z z WV e1—esu 


就 的 了 。 我 们 的 千 果 可 以 表述 如 下 : 如 有 量 z( 有 限 值 , 不 等 亦 寺 
也 不 等 让 1) ,出 取 某 三 个 值 61、es、 6s, 使 他 们 的 和 等 庆 雳 且 满 足 
(5 ); 然 钱 作 出 相当 的 画 数 名 QW) ,其 


积分 (2 ) 的 反 形 共有 以 下 的 形状 : 
C1 一 (3 


(6) f= 
V (Fr) 
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兹 将 慎 一 画 数 用 西 他 画 数 表示 出 来 。 篇 此 所 必须 的 会 式 在 玉 VI 
及 X 器。 我 们 的 业 果 具有 下 滥 的 形状 : 


3 "(vas) THs h(a ~ 
: 
” 用 (3 = =) i (#3 一 本 


一 Vs 5 人 二 TD 


= ~ , 
Vo ( 2 CE1 一 >) 
勒 旷 得 (Legendre) 早 就 详 和 地 研究 了 积分 (2 ), 作 篇 4 及 可 的 而 
数 。 过 训 特 别 注意 的 是 被 是 做 标准 的 情形 , 如 时 矿 是 正 数 且 小 放 
1, 而 xz 在 区 间 [0, 吉 内 。 在 这 种 情形 内 ,自然 可 假定 
t=sIn yy, 2=SIn9。 
直上 时 积分 (2 ) 多 篇 以 下 的 形状 : 
bis 一 
(2 9 w=—| I 
过 一 积分 的 反 画 数 g, 雅 各 比 时 做 是 的 幅 角 : 
0 一 pm 。 
得 时 积 分 (2 ) 反 形 的 精 果 是 
=n 90=n am wy, 
和 址 一 夯 数 雅 各 比 对 做 幅 角 的 正 纱 (sinus amplitudinis)。 另 一 个 男 
数 是 


个 > 一 


(7) M1i—2 一 c0S0D 一 c0gama0 。 
另外 , 雅 各 比 还 六 人 人 画 数 
(8 ) IT 一 812o2 = dp=4amw, 


它 吓 做 幅 角 的 戴尔 塔 (rerzra) 。 夯 数 (7 ) 及 (8 ) 当 w=0 时, 雨 尖 
都 网 坊 1 。 现 仿 不 探 取 雅 各 上 比 的 霄 示 法 。 古 戴尔 曼 (Guadermann) 


日 、 训 者 诗 : bis 古 重 入 或 再 的 意思 。 
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用 下 滤 的 符号 代替 它们 : 
ZX 一 Sn WAVT 一 一 on W,V 工 一 8202 =dnw, 
2 人 ， 雅 各 比 本 数 ”前 凶 内 我 们 全 着 出 丽 数 


WwW 
ma) 
h(E) 
2 C1— 63 
各 是 的 一 个 有 理 型 画 数 , 帘 依 靠 一 个 大 数 1=e*ir。 事实 上 ,如 
果 不 计 磷 数 3757， 划 西 他 夯 数 基 与 认 数 /有 并 而 且 / 是 
2o\a 二 6=m 强 所 依 顿 的 唯一 的 量 。 但 由 前 节 的 考察 推出 , 作 惕 
雅 各 比 夯 数 的 参数 可 取 模 数 上 以 替代 妈 =e< 或 *。 事 实 上 ,由 上 
饰 得 出 , 有 了 大 后, 由 上 定 在 面 可 次 定数 *, 使 对 认 性 个 7 值 所 作 
成 的 ,利用 画 数 9 或 西 他 夯 数 所 表 出 的 夯 数 “= sn w 是 以 下 积分 
的 反 画 数 
_f oat 
uv 有 (CL 一 人 2 
浊 样 ,多 认 夯 数 sn w 除去 符号 sn(w|7) 以 外 sn(w; 人 是 夯 数 mm 
更 完全 的 符号 。 关 帮 画 数 cnw, dnw 也 有 类 似 的 附 广 。 
Bi ) 
LL do(V) 
的 原始 过 期 是 3、 。 
由 此 可 知 , 醒 数 saw 的 原始 届 期 基 
4aow 6 一 es，20'wV 61— és o 
省 是 九 的 夯 数 。 取 以 下 的 符号 ; 
(CO YY 6 一 63 一 长 ， WN el 一 6 一 和民， 
得 样 , 画 数 sn w 的 原始 过 期 是 4E、25K。 
通常 帘 -rr 
作乱 西 他 夯 数 的 网 数 是 不 方便 的 。 
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“| 


以 下 是 黎 曼 的 符号 : 


Ga(w) =B( 3) a=0, 1, 2, 8), 


於是 有 NW Gow0) © 
现 信 转 到 罚 数 
1—22, 工 一 6202。 


回想 起 8 22 的 公式 (6 ) ,我 们 将 有 


= Pa -站 RE 
Ww D2 Ww 0 
or) go 人 Tr) / 
— 2_0o Gow) 人 
印 IT 一 2 | 0 
由 此 有 VI on w= 3 
4 _0o 9,(%w) 
同 棣 求 得 dn%w -AC 


cnw | 4K 2FK2H! 


图 8 表明 温 三 个 画 数 的 基本 平行 四 沈 形 。 
我 们 看 出 ,过 三 个 平行 四 瀑 形 是 不 同 的 ,但 它们 具有 相同 的 面 
积 。 
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4 不 府 指 出 雅 各 比 面 数 的 
党 点 及 极点 ,以 及 在 其 他 革 


些 点 碟 的 值 。 泛 些 糙 果 都 包 
: 含 在 表 XIII 及 XV 内 。 
ZK LO 4 


兢 沾 着 重 指 出 的 是, 路 


AK +2en / 各 比 图 数 有 的 榨 莱 是 一 家 的 。 

/ , 浊 样 ,在 过 吉 我 们 有 按 $4 分 
p Pf 类 的 第 二 种 型 的 莉 数 。 

图 8. 在 本 尔 斯 腹 拉 斯 理 涂 


中 , 湖 於 届 期 22、2w 是 可 以 任意 取 的 。 所 要 求 的 焉 是 比 


c! 
T= 


要 有 过 於 趣 的 , 耕 常 是 正 的 ,虚数 部 份 。 
现 人 对 雅 各 比 男 数 的 契 理 吏 不 7。 通 期 2K、2iK' 不 能 任 
总 赵 择 。 旗 是 比 
vkK”' 
££ 


下 
E. 


或 者 量 ho m0"E 
是 可 以 任意 的 。 此 生 , 肖 期 就 确定 了 , 而且 我 们 加 认 K 有 下 滤 的 
公式 ; 


二 一 


K=w™ el —6a 一 本 Os 一 可 (十 踊 十 4 十 … .3。 


在 另 一 方面 , 对 放 妇 也 可 用 矿 的 式 子 表示 出 来 。 它 具有 下 渴 的 形 
63 一 6 全 2 二 级 二 1 1 zz 
boo -下 一 (hh* =e °), 


令 册 引 姑 个 雅 各 比 所 创 的 西 他 画 数 的 最 初 的 符号 以 竺 束 本 
节 : 
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HOD=0 0), OQ = 
Hi(wW)=0(W), Oi1(w)=0s(w)o 
十 些 符 吴 现今 偿 与 以 上 所 说 的 符号 闭 用 。 
25， 雅 各 比 图 数 的 微分 法 ” 取 积 分 


at 
和 ed re re rer 
它 的 反 形 是 图 数 
(2) V=SDWo 
由 (1 ) 得 -= MUI- Ps), 
故 由 (2 ) 得 Csn w=on Wdn Ww 


想 要 得 出 cnw 及 dn wv 的 遵 散 , 锋 要 微分 下 过 的 关 傈 式 : 
sn?2 w+en?w=1, 
pisn? w+ dn w=1, 


。 ad 
由 此 得 Br sn wdn ww, 


0 dn w= —h’?sn won dw, 
dw | 


注意 , 夯 数 sn?w 的 原始 明 期 是 数 2K、2;K', 温 是 由 $28 的 
公式 (6 ) (没有 作画 数 snw 的 任何 研究 ) 推 出 的 , 它 可 以 写成 以 下 
的 形状 ; 

(8) sn2 w= 人 , 
fg 一 ) 3 
以 2K、26K' 作 通 期 的 全 丛生 国画 ， 由 前 四 葵 明 的 一 般 定 理 知 


道 , 可 以 用 下 式 副 示 出 来 : 
Ri() + RO), 


其 中 96 (EE) 


61 一 《3 
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公式 (3 ) 玫 有 明 , 以 2K、2; 下 ” 作 过 期 的 全 体 史 图 西数 ,都 可 用 下 式 
求 示 出 来 
Ri(smw)+snwvcnwdnw. Rsn?w)., 

由 此 得 : 以 2K、26K' 作 届 期 的 偶 椭 图 画 数 等 於 BCsn?w)，, 而 奇 
摔 图 画 散 居 等 从 sn wen wdnw':R (sn2w)。 

2 上 6， 雅 各 比 夯 数 Z(w) 章 个 画 数 与 生 鱼 斯 股 拉 斯 画 数 《(b) 
和 而且 用 下 式 界 说 

ZW 一 。 
旭 是 一 个 奇 硬 数 ,在 过 期 不行 四 浊 形 内 有 一 个 一 般 的 梳 点 u- 
= 一 及 。 因 
GoCw+ 2K) =00(w), 
Ow + RN = —h-10™ R00 (ww), 
故 Z (wt2K)=Z(), 
MAOREDHI OP AO 
利用 画 数 2o(o) 的 无 密生 积 展 开 式 ,得 出 Zoo) 的 无 著 角 数 展开 
式 ， 蕊 具有 以 下 的 形状 : 
oo hoe" sn 
Z(w) =- 之 一 一 一 一 一 一 了 一 一 。 
"1-2h" 08 一 二 

与 西数 50) 类 但 ,可 用 画 数 .和 Go) 到 示 任意 的 构 圆 夯 数 。 

姨 取 夯 数 —h?snvSn vsSn(vtv) 
篇 例 。 它 的 原始 过 期 是 2K、2iK'。 

在 衣 期 在 行 四 园 形 内 它 和 有 极点 : 

u=ikK’', 一 4 十 4 。 
址 两 个 极点 全 是 一 般 的 ,同时 对 应 的 贸 数 各 篇 一 1、1。 故 
一 b2SnuwSnossSn(V 十 人 一 (十 切 一 和 0 十 C。 
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想 要 决定 常数 O, 假定 =0。 壮 样 得 
(oO) 十 CO=0。 
於是 
(0( 工 ) (uv 十 切 一 GO) 一 和 00) 一 一 她 SnossnsSn(V 十 
同 标 不 肉 得 到 下 列 部 份 分 式 展 并 式 : 


_ 2f’sn’v.snucnudnu 


但 是 带 一 屡 开 式 也 可 以 由 下 兆 的 事 数 式 的 才 点 和 极点 通过 西 他 莉 
数 得 出 : 


0 


1— hsn? ue Sn?Y, 
过 一 式 具 有 下 渡 的 形状 : 
2 2 GoW yOo(Y— 2 
1—f sn vsn’ 4 一 20 WC OC 
由 此 ,和 若 雨 兆 全 取 关 於 % 的 洲 数 的 基数 ,其 可 得 出 (2)。 在 (2 ) 中 
掉 转 量 w 及 2 的 位 置 ,得 


big IN 2h?sn2wsn venv.dnwv 
CACEAIYACII ACE: no 


令 将 (2 )、(2*) 加 起 来 , 则 其 糙 果 具有 上 以 下 的 形 次: 
Zu 上 + 四 一 G( 四 一 Go)= 


,Sn Wecng。 "dnvtsn vonue. ‘dn 
pH 
1—h’* sn’usn?o 


0 


将 站 一 式 与 1 ) 比 较 , 得 
_ Snuycenvdn vi+snv.convdnwu 
(4) sn 十 切 一 工 一 他 sn VSD2 9 


渤 一 关 傈 表明 画 数 snw 的 加 法 定理 。 

27， 沁 匀 定 理 ”由 前 节 求 出 的 关 帮 画 数 snv 的 加 法 定理 可 以 
得 出 其 他 画 数 的 加 法定 理 。 例如 , 画 数 cnv 的 加 法 定理 可 以 从 天 
傈 onv= 1 一 sn2v 得 出 求 。 但 无 渝 在 劳力 及 典 趣 方面 全 没有 计 
算 的 必要 , 攻 者 可 察看 才 XIY , 在 那 囊 渴 包含 一 些 加 法 定理 的 最 
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重要 的 公式 。 

进取 我 们 来 谈 谈 则 题 的 另 一 方面 。 辣 题 在 礁 , 8 26 的 公式 
(4 ) 可 根据 与 我 们 所 构造 的 理 葵 毫 无 共同 之 点 而 是 属於 尤 近 的 理 
由 而 得 到 。 

尤 所 注意 微分 方程 


mm 十 

NV gogt 十 4c10” 十 6C222 十 dasw 十 Ga 

十 _ 由 = 人 0 
Maowy +4am +60 + ay+ oa 


且 指 明 , 宅 有 代数 积分 。 将 建 一 积分 与 下 一 超越 积分 比较 


dv a 
rica bxeat 
[得 训 涉 f(%) 一 ao24 二 4ai23s 十 6a222 十 4cs2 十 ad] ， 即 可 得 出 雅 各 比 
的 加 法 公式 。 从 实 贤 上 就 ,所 说 的 尤 拉 定理 首先 推动 了 梯 图 稍 分 
的 研究 。 
尤 拉 定 理 最 精 航 的 苯 明 是 遂 需 布 (Darboux) 的 方法 。 


照 达 页 布 法 ,注意 方程 
ahs dy 
VED VD 
它 有 超越 积分 


1 


(2) | a + vn 4， 
其 中 4 是 任意 的 常数 。 屋 命 


7 ds 
(8 "| Ty 
oy 
Mi | jz C1—y) C1— hey) 
旭 积 分 (2 ) 交 篇 以 下 的 形状 : 


(Ws) 2 十 一 4d。 
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在 另 一 方面 ,方程 (1 ) 可 用 下 方程 组 赤 代 : 
=~V(1—2)(1 ~— hr’), 


(4) ] 
=—V (1—y) (1—hy’) 。 
将 《4) 孚 方 ,得 
(F) = GO 四 (一 jx， 
( 动 = py), 
微分 壮 雨 个 方程 : 
-一 5(28202 一 1 一 要 )， 
ay 2 2 
六 =—Yy(2b?y 一 工 一 一 凡 )。 
故 Y 3 9 一 人 oO 一 9 7) 
或 
(8) a 


《7) ee) -mK) = by), 


用 (7 ) 除 (6 ) 得 z 
(ly ts) 

y 经 一 7 bw —1 
或 In(y 怨 -2 忽 )= 和 InChw2y 一 1)， 


出 此 得 z y Tz WO pw 2)o 
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注意 (4 ), 得 
(8) A Io) -RD) oy 


着 是 方程 (1 ) 的 积分 的 代数 形式 。 
并 你 (2 )、(8 ) 的 每 一 个 都 应 当 是 另外 一 个 的 推理 。 由 此 得 
出 夯 数 sn w 的 加 法 定理 。 
事实 上 ,由 (37)、(32) 得 
=n dy, 二 SN Vo 
故 ( 8 ) 可 用 以 下 的 形式 表示 出 来 : 


(gay snu:cnvdnvi+snv.cnuv:dnvy 
1—h?sn wsn?o 


因 (C8) 是 (2") 的 推理 , 故 C 是 4 的 面 数 : 
0=9(4) 


=0, 


换 名 话说 , 研 龙 


snu:env.dn vi+snv:cnudnw 上 
1 一 科 Sn2w Sn27) 一 9(U 二 0)。 


想 要 决定 夯 数 9 的 形状 ,假定 v=0 。 浊 样 有 
sn(W) =g(W) 
得 管 味 着 


SnuWeenaednyo 二 snueonu dnv 
5 -sn(ut), 
1— bsn*w sn 


28、 雅 各 比 旬 的 第 二 种 及 第 三 种 标准 机 图 各 分 “回想 37 的， 
内 容 , 那 喜光 已 示 明 ,每 一 个 村 谓 斯 脱 近 斯 型 的 梯 因 稿 分 可 用 柱 图 
画 数 ,与 下 列 三 种 生 妇 表 示 出 来 


(1) w= |， 
(2) CO) =—| -22 

OW — Vo) 1 +wo 4d 
(3) h 0) 一 豆 | 党， 
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其 中 Ww = 2 一 02 一 93， 
Zo0= (Wu), 20 一 全 (Wo)o 
更 个 我 们 想 注意 雅 各 上 比 及 禾 曼 型 的 椭 图 积分 。 要 将 基本 稿 办 
《1 )、《2)、(3 ) 变 换 成 黎 受 型 ,必须 把 售 代 以 4z(1 一 2) (1 一 hz)。 
其 次 , 作 代替 z= 总 , 由 此 这 出 下 浊 的 积分 : 


bis 人 
1 | 了 
pi, t2dt 
29 | ya 
(gbt) | iV (1—t) (1— hb) +to VI—t) (1— ht) dt。 
(2B)NV 12) (1— Eb) 
积分 (1*) 可 以 高 成 下 训 的 形状 : 
at 
(4) "| a 
误 是 雅 各 上 比 理 窒 右 潍 的 第 一 种 椭 图 积分 。 
在 雅 各 上 比 理论 内 取 积 分 
= (一 1 
(8) | CI—tI—b2)° 


作 篇 第 二 种 标准 积分 以 代替 (2”)。 如 果 我 们 不 磊 及 常数 的 因子 ， 
则 这 一 式 与 (2 的 差 是 第 一 种 积分 。 

积分 (5 ) 可 以 用 第 一 种 积分 \: 4 和) 的 麻 一 个 画 数 才 示 出 来 。 路 
各 上 比 的 对 应 符号 是 : 


(5) BCO=| Ym di [z=sn(w;h)] 


或 EW) = | anzco 1do 。 
最 征 , 雅 各 上 比 取 

~ fe OIC td 
(1 | 1 Vt) (1—hb2) 


作 篇 第 三 种 标准 积分 以 蔡 代 (3”) ,如 果 我 们 不 顾及 常数 的 因子 ， 
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则 它 与 (3 2 的 差 是 初等 夯 数 及 第 一 种 积分 。 


积分 (6') 可 未 篇 第 一 种 积分 (4 ) 的 某 一 个 砍 数 。 假 定 $= 
一 sn(4;h) ,路 各 比 用 LWw; c) 玫 示 它 。 潮 样 就 有 ， 


,~ _(* pb-—0) 1b) t2dt _ 
G0 -| I er 
_{*gpsna*cnadnasn?y 
(6) -| do 


在 8$ 26 内 已 多 证 明 [ 公 式 (2””)]: 


kb*snacnadnasn2w 1 A 
Pmamo “DLW Vat +2(). 


但 因 2(%) = 
故 CHO AOR 


在 雅 各 比 理论 中 的 莹 一 数 代 杰 了 往 锁 斯 脱 拉 斯 理 渝 内 的 丽 数 


5 一 0) 
一 5 一 十 由 人 o)。 


不 内 将 第 二 种 标 渴 积分 五 () 用 前 滤 引 用 过 的 画 数 发 示 出 来 。 
需 此 目的 ,再 取 8 26 的 公式 (2): 


2 
ZH) Zu 0) = 


两 淡 全 用 2snv 除 , 且 命 ， 趋 大 零 。 取 其 极限 ,得 
© Zw) —Z'(0) =—h?sn2, 


故 dn2w=1—2'(0) + Z (wu), 


因此 有 四 (DO=[t-2Z(O]v4+ZCD0。 
右 滤 第 一 项 的 另外 表示 法 ,在 过 襄 我 们 不 均 了 (参看 玫 XVI, 以 及 
$ 30)。 

29， 第 一 种 完全 档 贺 积分 “在 $ 24 计算 我 们 已 经 济 出 量 到、 
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Kk!' 作答 T 或 hot7(3T>0) 由 下 面 的 公式 所 决定 的 男 数 : 
(1) 玉 一 可 人 (0| 们 一 可 寺 十 踊 十 2 二 2 
Lk 
KK 总 
此 人 外, 我们 还 售 有 公式 


] 9 
:| _ 窑 
2 (0|7) 。 红 二 2% 二 244 十 … (he =6 “), 


滥 是 过 技 量 7 与 模 数 的 天保 。 在 $22 内 作 篇 7 的 图 数 我 们 甬 
研究 量 如 的 某 些 性 质 。 在 本 凶 内 我 们 将 和 从事 研 究 作 篇 的 丁 数 
的 量 五 及 与 此 有 关 的 另外 的 问题 。 

首先 取 雅 各 比 型 的 第 一 种 积分 作出 发 点 


(3) "| py 
其 中 根 式 党 1=0 时 等 於 1 。 壮 一 积分 的 反 形 是 画 数 
v=SNnu 。 
我 们 知道 , 泛 是 一 个 过 期 函数, 即 对 蕉 任意 整数 mm、 ,有 
Sn 二 422 开 -202 7 天 ) 一 SnYWo 
漠 一 事实 温 可 裘 退 如 下 :积分 (3 ) 是 多 值 画 数 ,而 且 如 对 欠 革 一 2， 
它 的 值 是 v, 旭 当 大 此 同一 >， 它 有 无 密 多 值 
ui+4dmE +-2m'iK', 
因 和 优雅 当 积分 (83) 有 不 同 的 积分 路 时 才能 有 不 同 的 积分 值 , 故 光 
截 任意 整数 mm、m', 必须 有 演 样 的 由 点 :0 到 点 :一 ?的 积分 路 存 
在 ,使 积分 (3 ) 丈 遏 道 一 积分 路 上 时, 宪 有 值 
wt4dmkK +2m'iiK', 
积分 依赖 从 积分 路 的 研究 在 复 炎 画 数论 内 有 专 章 英 述 , 在 温 
遍 我 们 和 欠 略 。 我 们 黎 杂 朋 , 如 有 如 不 是 大 秦 1 或 等 於 1 的 正 数 ,出 


1 dat 
(4) | AA; 


本 
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其 条件 篇 积分 路 是 次 狠 , 而 且 根 式 在 区 间 [0, 卫 内 是 连 和 镇 画 数 , 且 
在 点 1=0 不 等 於 1。 作 变换 1=sin 由 ,上 甩 我 们 得 出 已 广 朋 的 等 式 
《4 ) 具 以 下 形状 : 
zz oy 
| ,FF 
如 上 所 了 述 , 勤 让 得 将 积分 


9 cu 加 
| VI yt k) 


0 


看 成 角 9 及 模 数 上 的 而 数 。 角 p 在 区 间 | 0, 所 | 内 净化 。 命 p= 区 
印 可 得 出 上 ; 


rn) 


故 勤 让 得 把 性 一 晤 时 做 模 数 & 的 第 一 种 完全 椭 图 积分 。 
篇 了 着 重 指出 积分 路 取 的 是 直入 上 且 根 式 具有 以 上 指明 的 值 ， 
有 时 积分 读 前 加 上 一 撤 。 浊 梯 , 我 们 应 证 明 


| va 

在 多 数 和 平面 上 作 由 和 = 工 沿 实数 定 轴 至 = co 的 切断, 划 左 渡 得 
研一 的 画 数 , 它 在 该 平面 上 是 正 旭 的 。 用 p()) 表 明 导 一面 数 ,而 

C CO KK 理解 篇 由 公式 (1) 所 确定 的 量 。 

车 我 们 已 以 明 下 兆 的 (1)、 
(2 ) , 则 我 们 的 灶 葵 就 瑟 明 了 : 

(1) 党 0<^<1 时 ,下 涨 的 等 
式 成 立 : 


pW)=E, z 
i 7 (2 ) 由 公式 (1) 规 定 的 量 玉 
9 是 由 公式 (2 ) 确 定 的 妨 = 和 的 正则 
责 数 , 此 处 构 数 所 在 的 平面 应 顺 着 实数 生 轴 由 点 入 =1 到 点 和 = 
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= OO 作 一 切断 。 
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我 们 知道 , 量 ?在 袖 炙 数 + 的 上 个 平面 内 是 * 的 正则 画 数 。 
在 § 22 已 说 明 ,研究 过 一 画 数 在 氢 域 D。 内 的 情况 就 的 了 , 此 也 ， 


保 由 以 下 各 娘 包 图 而 戊 的 : 直 牺 
Rt=—1, }r=1 


及 以 点 + 二 一 二 ,7 一 篇 图 心 , 震中 径 的 南 个 中 圆周 。 坦 一 售 


域 D, 是 以 4、0、B、C 作 顶 点 的 四 角形 (图 9)。 


今 所 将 公式 (2 ) 略 加 变换 。 篇 了 过 个 目的 ,利用 下 兆 的 等 式 : 


加 3 一 加 十 说 。 


4 日 2 4。 (017) 
得 EPE 


2_ 017 
-b= Bll 
由 此 ,注意 到 西 他 画 数 的 无 宕 滋 积 , 吏 可 各 出 


命 7 多 允 正 的 牛 虚 轴 C0 。 则 到 梨 调 地 由 0 沟 化 到 了 
因此 入 =7? 也 单调 地 由 0 沟 化 到 1( 立 10)。 


PMs-o0 C 0 he 
A M0 M1 4 
沽 ”10. 
舍 取 直 粮 08B; 在 划一 直 迷 上 有 
7 一 工 十 277， 


其 中 由 十 oo 到 化 到 0 。 故 在 CB 上 有 
| | 1 -+ e~2*"(2n—1) ] | 


2 1 加 CE 一 “FA 一 省 


因 之 , 芝 工 经 过 CD 时, 量 和 =A 音调 地 由 0 变化 到 一 ce 。 


当 了 划 直 和 综 04 时 也 可 得 出 和 =A 的 构 化 。 


同 棕 
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最 后, 研究 牢 图 周 C4 。 讼 命 
7 一 一 本 ， 
基 尝 点 7 由 点 C 到 点 了 基站 烷 CPB 时 ,点 Y 沿 正 向 划 略 弧 04。 
邻 注意 ( 涛 并 § 22) 


ds(0|D) =(—ir) $5,(0|— 圭 ), 
0(0|D) =(—ir) 8,(0| -二 )。 


所 以 一 全 一 DE 9 
12 = 0017') 
因此 有 -30° 
人 1—h' 2 
或 Ge) ’ 


其 中 人 及 =e"t"。 寺 一 公式 表明 ,党 点 Tt 沿 正 向 划 出 贺 04 时 ,入 = 
=r 由 点 和 = 工 经 过 牛 实数 轴 至 点 = co; 当 7 由 点 O 沿 图 缴 0B 
到 卫 肚 , 》 仍 划 上 述 的 个 轴 。 

由 上 所 述 得 , 当 7 沿 正 向 划 出 领域 D; 碳 滤 一 牢 的 境界 
00BO 时 和 = 及 由 点 一 0 到 点 上 co 提出 实数 轴 。 由 此 推出 , 夯 
数 
(2 b= = 人 
给 与 一 她 的 上 牢 平 面 在 俩 域 D, 右 滤 一 全 的 共 形 窟 像 。 遗 个 画 
数 也 把 和 的 下 守 下 面 写 像 在 领域 Da 左 光一 生 。 沿 着 烙 分 CO (由 
和 = 0 至 入 = 了 接合 上 宇平 面 和 下 富平 面 ,得 出 和 平面 , 治 守 直 粽 
BO( 或 40) 及 0B (或 04) 有 一 切 斯 。 画 数 (2 ) 将 它 窟 像 在 颌 域 
D; 内 。 在 所 说 的 作出 切断 的 * 下 面 上 ， 7+ 是 和 = 如 的 单 值 解析 本 
数 。 因此 ,在 得 一 切断 了 的 和 平面 上 ,由 公式 (1 ) 所 决定 的 量 K 
是 入 = 研 的 正 旭 画 数 。 


~ 
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邻 可 看 出 , 而 数 KK 在 切断 BC( 由 入 = 一 0o 至 和 =0) 的 雨 侧 相 
对 的 二 点 上 有 相同 的 值 。 事 实 上 , 道 样 的 一 当 点 ,对 应 领域 D， 查 
各 境界 上 关 碎 虚 轴 对 稀 的 一 半点 ,但 道 些 点 泥 磋 同一 个 值 h=e”™， 
因 之 , 由 公式 ( 工 ), 对 应 量 KK 的 同一 值 。 故 在 入 在 面 上 是 关 雁 
入 一刀 的 正 区 函数, 坦 - 一 和 在 面 应 作 一 沿 牢 井 0B( 由 入 =i1 至 入 = 
00) 的 切断 。 在 时 同一 领域 内 p( 和 ) 也 是 正则 责 数 。 
我 们 现在 诡 剩 下 当 0< 和 < 工时 诈 明 等 式 
p90) =K. 
仿 即 天 始 还 一 恰 明 。 
使 / SnV 一 工 
的 的 公有 的 值 是 
V 一 (4 十 二 天 十 202 7 下 ， 
其 中 m%m、m' 是 整数 。 
事实 上 , 画 数 sn 是 二 和 级 的 ， 即 在 过 期 平行 四 洪 形 内 潮 礁 每 
一 值 具 有 二 点 。 方 程 
(Bb) snu—1i=0 
也 具有 根 = 五 ， 且 于 一 根 是 二 级 的 , 因 帝 = 开 尘 , 下 式 灵 篇 夫 : 


S sn v=en vdn vv, 
故 在 以 0、 4K、4K 3K'、 9K 往 顶 点 的 基本 在 行 四 渴 形 内 , 点 


% 二 上 是 方程 (B 有 和 和 
因 上 -7 ep 
等 於 方程 (5 ) 的 根 中 的 一 个 , 故 根据 所 休 明 了 的 有 
| a- (4m+1)K +2m iK', 
命 0< 扩 <1。 旧 5 是 缠 虞 数 且 上、K" 是 实数 。 因 之 , m2 = 


1 [1 ot 
郎 | ,BCw+DE， 


26 以 面 况 数 瞪 尊 受 


故 所 通 的 实 是 发 明 m=0 了。 
假定 公关 00， 此 脖 祥 基 正 整数 。 
ifs at 
前 | (1—t2) (bk) 
在 区 则 [0, 刁 内 蚌 Y 的 溃 绕 画 数 。 萤 量 4? 由 0 增 大 到 1 时 ,， 上 积 
分 单 二 地 出 0 增 大 到 《4m 十 DK>0, 过 就 是 设 , 有 一 吉 £0<é< 
<1) 存 在 ,使 


rt at _ 
| Taam K 
但 此 时 有 - 0<é=snK<1, 
洛 题 然 不 合理 。 故 m=0, 因 之 , 当 0< 太 <1 上 肝 ,证 有 明了 等 式 


fa at _ 
| ET 
与 模 数 不 相 件 有 时 必须 考察 所 调 补 充 模 数 丸 ， 光 是 用 以 下 公 
式 界 说 的 : 


12 十 12= 工 。 
今 将 恰 明 | 
1 站 at 
0) vs 


半 豪 是 假 定 ?不 在 由 点 和 =1 到 点 = co 的 丫 实 轴 上 。 间 是 由 放 
kr 不 朵 该 在 由 点 和 =0 到 点 入 = 一 co 的 个 实 轴 上 。 省 样 ,党 同时 研 
究 十 个 量 玉 、K' 时 ,就 必须 假定 杰 数 =h? 平面 沿 雨 个 补 轴 : 由 - 
和 = 工 到 和 = co 及 由 和 =0 到 X= 一 oo 作 切 断 。 
答 了 要 荐 明 ( 6 ), 再 注意 关 傈 式 


9,0|D)=(~ir) 28,(0| ~—), 
由 此 得 。 “给 (017) = 二 给 (0| 一 二 )。 


1 . 
但 因 K'=~rkK= (0|7), 


第 五 次 ”站 各 比 画 数 97 


i . . , 


故 
) /0 _1 
(1") K'= 守 并 (0| 一 二 )。 
在 另 一 方面 ,我 们 已 酒 到 
4 1 
1 p22 017) _ (9| i 
人 
即 
1 
0 一 二 
TO ) 
把 一 对 公式 (1 及 (2') 和 一 对 公式 (1 ) 及 (2 ) 比 较 , 酒 出 K' 之 依 
融 於 #8? 如 同 KK 之 与 襄 , 各 就 次 明了 我 们 的 断 嘻 。 
本 和 凶 结 束 前 ,我 们 提出 有 关 生 坪 斯 脸 拉 斯 倒 式 到 路 名 上 比 公 式 
”我 们 已 知 , 量 加 用 一 定 的 方式 可 被 多 项 式 
dw — gt — ga 


(3 ) Ep 


的 棋 ex 者 示 出 来 ， 序 


p2 = C2 C3 
C1™— C3 


裔 我 们 想 要 ,六 的 值 不 在 由 点 和 = 工 至 点 和 = oo 的 实数 秆 翰 及 由 点 
入 二 0 至 点 和 = 一 co 的 实数 征 轴 上 , 央 根 的 稀 器 服从 以 下 的 条件: 
若 点 et1、e、6@; 在 一 次 和 纪 上 , 则 es 应 外 在 他 们 的 中 国 。 

我 们 也 注意 ,在 应 用 上 的 最 重要 情形 是 0<& .<Tt。 洛 根 和 全 
是 实数 , 妈 我 们 将 有 证 一 情形 。 在 时 一 情形 下 一 般 地 有 

C1 C37> €3 

有 了 时 省 一 情形 叫做 标准 型 (Hopastbame)。 

30、， 第 二 种 完全 机 圆 积分 ”过 些 积分 对 认 模 数 及 补充 模 数 
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kp' 用 下 滤 的 公式 界 说 : 


of EE of VS“ 
容易 酒 出 E=E(K), 
其 中 (ww) 尾 明 $28 内 研究 过 的 第 二 种 椭 有 局 积分 。 在 那 误 合 答 明 
EW= [1—Z2 (0)Iut ZW)o 


Z(K) =0, 

故 B={1—2'(0)]K, 
因 之 ,有 

(1) EW =Z(W) + 


7 一 7 w= 加 

对 礁 导 个 衔 鲜 斯 脸 拉 斯 理论 内 的 并 公式 应 党 在 路 各 比 理 哈 中 忆 有 有 
相 党 的 天 人 穆 式 。 吉 让 风 当 有 量 上 、K'、 吾 、B' 以 替代 量 w、ow'、77、 
9 。 - z z : 

它 是 由 其 这 得 发 现 , 芷 用 他 的 名 字 称 作 勒 让 得 天 全 式 ,其 形状 
是 

ERK'+EK-KK'=S 

仿 了 本 明和 渡 得 央 亿 式 考察 图 数 Z(w) 及 (Ww) 的 某 些 联 诡 

到 由 T+ 交 到 = 一 二 的 交换 公式 。 故 代替 2( 泡 、E(w) 我 们 得 


ACHOREACE 1 , 磋 理 解 由 + 多 到 r 对 砍 碟 由 和 到 b'。 
在 § 22 中 全 征明 
por T) = 一 人 /一 ?ra Te mo 


漂 豪 如 用 ee 代替 v%, 朋 得 
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a Tt 

a 一 4KFK 
TIe 

2kK ] ) 


(i 


或 加 (pi EF) =~ 一 2 万 (Ci Pe ame, 
等 谍 地 cn(iw; FO; £)o 
故 Bu; 机 = 常数 ,onCiu; 了 9(iu; he 再。 


由 此 ,十 渴 关 於 &% 取 当 数 的 订 数 ,得 
I _» SnD; pdn(iu; Eh) 
(2) Zk)= Cin dniu;D 37 Gu; A p) jr 
令 转 到 国 数 
_; SN; by): .dn(2w; 6) 

(0) cn(w; F) 

假定 仁 一 夯 数 用 西 他 夯 数 表示 出 来, 然后 将 多 篇 Tt , 利用 $ 22 
的 关 傈 ,最 后 再 探 用 画 数 snGo 六)、cn(w; 6)、dn(w;), 剧 上 式 
多 篇 / 


sn (wu; b' dnl 二 坟 
(8B) cns 


式 (a)、( BB) 相等 是 某 些 天 保 式 的 特殊 情形 , 中 些 关 保 式 以 下 有 
必要 来 研究 而 且 包 谷 在 表 XIX 下 四 。 
过 样 , (2 ) 可 之 戌 以 下 的 形状 : 


(3) Zu; kb')= OS 2 (VW; )— 


dd Sn (CU Bang bp) 
dv cn(u; k') 
用 式 ( a ) 列 篇 式 ( B6 ) 的 那个 方法 可 证明 


dn (vw; k') 一 一 2 
一 dn?(iu; 从 


(过 一 粘 果 也 包含 在 才 XIX 内 )。 吉 标 就 有 


KR" 


2 ! n?(u; Ek) 
—1-+dn 《于 ;十 py ® 
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0 sn(wv;b dn(w hb ) 


、_ 2/，。7) 27r， ， 
无 SC 1+dn’?(w; ££ ) 十 qdn20220 £)o 


由 此 得 
YT Dt | dnsGu pdut 
(7) + | dn?Giu; bk)dv 。 
注 谷 E(u; 1 一 | anzGu b')du, 
BCiw; h) -| anzd ; pdt=il dn? (Ciu; hydu, 
我 们 可 将 (7 ) 窟 成 以 下 的 形状 : 
4 By; p) iE; by. 
放 等 式 (3) 类 奥 
Zu; bp)— Bu; 的 = 
(4) =i{Z(iu; ~ Bw; b))}—u(1+57007) 
根据 公式 (1 ), 由 并 你 式 (4 ) 可 得 


-Er (t+) 


由 此 得 
-EK~=ERK'~KK'—3, 
过 就 是 勤 访 得 公式 ,过 样 它 彼 杂 明了 。 
本 和 节 的 糙 束 ,我 们 提出 关 傈 式 
C5) E+2IK)= EB +28, 


EQ+AHER) = BB) FHR EB) 


其 中 如 (w) = 瑟 (w; 6)。 由 革 些 天 保 式 可 见 , 量 恕 iCK' 一 四 ) 在 雅 
各 比 理 共 内 起 的 作用 就 如 同 量 9、?/ 在 生 雷 斯 脱 拉 斯 理 座 中 所 起 


的 作用 一 样 。 由 (1 ) ,根据 
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gid ee ee ee ee pp PPE edge 


中 (UV 十 2K) 一 Go ， 
可 推出 天 傈 式 (5 ) 的 第 一 个 。 想 要 得 出 关 傈 式 (5 ) 的 第 二 个 , 必 
须 取 等 式 
00V 二 2 并 ) 一 和 (十 和 (22 玫 7) 
(2iKD)= 一 号。 
由 各 些 等 式 得 


2i(EK'’ 一 号 ) 
But aik")= BW +— 


所 遗留 下 的 问题 , 窗 是 根 幸 惑 廊 得 天保 式 , 有 


/区 
一 可 
31 .， 椭 图 画 数 的 名 能 。” 沼 椭 国画 数 的 一 个 或 二 个 届 斯 炙 篇 无 
器 大 有 时, 央 变 能 篇 初等 画 数 。 在 第 一 种 情形 , 构 能 的 图 数 将 篇 三 角 
醒 数 ,而 在 第 二 种 情形 旭 篇 有 理 夯 数 。 
命 。 保持 有 限 值 , 同 时 w' 趋 认 乱 敌 大 。 由 界 狐 西欧 玛 画 散 的 
优 名 乘积 , 容易 看 出 , 遵 蛙 画 数 c( 光 能 篇 


(1) -2 Ce)'sin -3 。 

同 栋 , 由 内 说 so 、 《Go 的 航 数 ,容易 看 出 ,GO 沟 态 需 
(3) 8 + 融 ?e 束 ， 

而 《%(w) 肿 杰 妨 篇 


3 
z 2 


属 认 但 一 情形 下 其 饼 的 公式 包含 在 家 VII 内 。 
假定 第 二 个 遇 期 也 趋 亦 无 窗 大 , 则 代替 式 (1)、(2 )、(3 ) 来 
谈 
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(1) 


2 

(2’) 工 
np | 

(3") 1 
22 ， 


道 些 式 可 由 式 ( 1)、(2 ) 及 ( 3 ) 得 出 ,也 可 直接 由 夯 数 c(G (oO、 
(0) 厌 助 认 无穷 科 积 及 无 窗 极 数 得 出 。 
令 转 到 作 篇 矿 的 画 数 的 量 
hp, K, kK’', EE, E' 
普 莆 完 和 车 1 一 0 时 他 们 自己 将 要 怎样 。 


A 
由 等 式 K= | ,er (1— pb22) 


得 出 lim EK = 


k= 0 292° 
同样 lim EH=. 
天 一 分 2 
及 lim E'=1, 
k=*0 
个 转向 公式 
1 9 
b=( 2784 .十 2184 十,…. ) 
1 十 及 十 24 二 / “” 
由 划一 公式 得 
. hI 
| 4 一 16; 
T 
玫 一 7 天 一 一 一 In 几 
故 la 2kK nt _£] 16h, 
Tt Ek hp2 ” 


党 6->0 肝 , 右 过 趋 近 大 等 。 因 此 
bia(K' 后 ) -0， 
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由 此 妈 得 以 下 的 唇 葵 ， 
lim( K'—In 全) 一 0 。 

党 如 ->1 时 ,得 一 情形 没有 特别 研究 的 必要 , 因 乱 党 8 一 "0 了 蛙 
有 ->1。 | 

党 -30 及 《一 | 时 男 散 sn@w; 人 、cnG 5)、dn(w; 太 的 名 
能 最 好 藉 助 大 下 渴 的 积分 天保 式 来 研究 

2 at 
“< 两 (1— ht2)° 

过 个 公式 联 殉 夯 散 z==sn(w;〖) 和 它 的 自 多 数 w。 由 此 时 知 


lim sn(w; 1) =sin vo 
k=>0 


其 次 , 识 : $=lim sn(w; b), 

a 1 1+é 
全 “上 TF sn ie: 
因此 有 lim sn Gu hb) = snhyp% 


e+e™* coshypu 

32， 单 据 ” 解 微 分 方程 或 计算 积分 的 椭 图 画 数 的 知识 是 力学 
和 工程 上 最 常用 的 方法 。 按照 一 般 的 传 将 , 我 们 把 单 所 的 所 动 的 
困 题 看 成 同 铬 应 用 可 选 典 型 的 例子 。 

将 挝 单据 的 丫 取 篱 坐标 原点 ,站 统 2 轴 丛 
垂 向 下 (图 11)。 命 所 铬 的 长 等 於 1 及 所 的 原 
始 位 置 是 在 它 自 己 的 最 低位 置 (z= 沁 。 撮 的 速 
度 电 做 », 初速 度 是 v。 。 命 9 表示 重力 加 速 
度 , 我 们 将 获得 动能 积分 


(1) gga 
因 党 2=1 时 有 v= 故常 数 4 等 从 


= 一 中。 
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取 扎 名和 与 4 轴 的 交角 9 篇 未 知 男 数 以 赫 代 2 。 则 


2 一 c0S 0 

1 .09 
及 =1 名， 
因 之 ,七 能 的 方程 可 访 成 以 下 的 形状 


AT 
所 以 
(2) f= 9g | 7 
按照 常数 & 的 大 放 、 大 或 小 民 —1, 我 们 分 成 三 条 情形 来 
完 。 
第 一 种 情形 : “a>-—1i.。 
藻 00< 2 gl, 
序 候 定 初速 度 vo 不 很 大 时 , 旭 发 生 滥 一 情形 。 由 关 傈 式 


CC cosw 


游 由 角 a。 出 方程 2 ) 有 以 下 的 形状 
/| oo 
1 fil? dad 

或 z :ay . 全 7 
/ VY Sin 可 一 Sn 5 

命 h?=sin? 5 

太 sin Sysing, 


Pp 、- 
sin $= sin-o 
2 2° 
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则 得 TY 
所 以 w=sn(V 4 未 让 )。 
因此 得 sin. 人 一 Sin ssn(W3 t; sin 4 )。 


齐 一 公式 表示 气 的 逐 动 的 规律 ,由 它 容 易 考察 过 一 到 动 所 有 的 特 
殊 性 : z 
第 一 ,运动 是 遇 期 性 的 , 且 通 期 等 烧 
[ 
WIE. 

第 二 , 如 当 1=0 时 ,所 取 最 低位 置 , 别提 克 过 肖 期 四 分 之 一 迷 到 它 
的 最 高 位 置 (2=o) 。 然 后 再 经 过 过 期 的 四 分 之 一 又 回 到 最 低 
奸 。 最 和合 , 再 经 过 期 的 四 分 之 一 以 过 到 合算 轴 另 一 方面 的 最 高 
位 置 42= 一 叫 。 第 三 , 撮 在 最 高 位 置 的 速度 等 论 寺 。 


第 二 种 情形 : L 一 —! oO 
vo= 2 gl, 
今 因 wm, 故我 们 移 有 方程 
sin -=u z 
及 i V5 ;| Te Ts ° 
求生 分 得 -3 mits, 
故 sin 分 一 刀 hyp (: YY) 


过 一 公式 指出 , 当 # 由 0 增加 到 co 时 , 角 9 哩 番地 由 0 增加 到 m， 
序 提醒 向 一 方面 移动 ,而 且 最 高 的 位 置 是 它 的 永 束 过 不 到 的 极限 
位 置 。 
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第 三 种 情形 : 5<< 一 ! 。 
营 vo>2~V gl 
时 发 生 寺 一 情形 , 湿 时 方程 (2 ) 可 和 扎 成 以 下 的 形状 : 
{ ff? dy 
(3) 上 一 二 | 一 一 一 全 一 一 一 。 
V2yg | 9 gin” )-— a 
命 f°” 一 J ? 
剧 0<k<1 
友 sin =z, sin = 
此 有 时 (3 ) 取 以 下 的 形状 : 
( dy 
‘Yi YD 9 bw2)" 
由 此 w= Sn ( Say b ) 


全 2 9 


因此 ,有 sin =sn(V 二 
证 一 公式 指出 ,对 礁 等 於 


了 


vO 
Vg(l—a) 
的 t, 所 九 到 它 的 最 高 位 置 。 但 在 避 一 位 咀 , 它 的 速度 黑 礁 零 。 一 
裔 ,速度 永 速 不 能 篇 霸 , 因 人 篇, 像 方程 (1 ) 指 出 的 ,党 z=4 二 一 ! 时 
才 可 能 发 生 。 但 同 赎 z 永吉 包含 在 一 1! 及! 之 间 。 壮 榜 , 现 令 将 发 
生 永 权 沿 同一 方向 的 图 周 汉 动 以 闪 代 气 副 。 


图 数 的 购 换 
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33. 椭 图 画 数 如 换 的 问题 ” 间 题 可 表述 如 下 : 求 出 休 件 ,使 微 
分 方程 
其 中 f(z)、g(y) 是 四 次 或 三 次 多 项 式 具有 代数 的 积分 , 序 具 以 下 
形状 的 积分 
F(s, Y) =0, 
其 中 万 是 它 的 多 数 的 多 项 式 , 车 指定 的 条 件 满足 了 , 试 求 此 和 粹 分 。 
换 句 话 这, 过 襄 所 基 的 是 ,用 代数 的 天保 式 


Co Yy)=0 
桥 换 椭 图 微分 
Qaw 
C2) J) 
篇 梯 图 微分 : 
bis : dy _ 
(2 ) Vg(y)’ 


我 们 在 上 滤 已 经 考察 过 过 个 -- 般 问题 的 某 些 特例 。 
第 一 , 在 $ 17 内 已 经 苯 明 过 , 微分 (2 ) 用 适当 的 一 次 分 式 或 
如 现今 将 要 说 的 ,一 次 交换 
(3) 和 
可 以 完全 化 成 生 铭 斯 脱 拉 斯 的 标准 形 玖 
MY 
~V ds—gy—gs" 


(107) 
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巡 榜 ,微分 方 程 
dy 
J 5 ys — g2y — gs 

是 方程 (1 ) 的 特殊 情形 , 且 有 分 式 积分 ( 3 ) ,当然 ,多 项 式 f (2) 的 
傈 数 和 量 性 、gs、 gs 之 间 保 假定 存在 着 某 些 天 保 。 

第 二 ,在 $27 内 已 发 明 尤 拉 定 理 , 由 此 定理 ,方程 

dx 地 
Vf) MFOY) 

具有 代数 的 稿 分。 尤 接 方 程 是 方程 ( 1 ) 的 特殊 情形 ， 比 了 时 gD) 加 
=f(Y)。 

并 认 权 换 的 一 般 间 题 的 重要 性 ， 由 寺 雨 个 特殊 情形 就 可 以 滞 
出 来 ， 过 两 种 情形 之 一 包含 机 图 男 数 的 一 个 基本 性 质 一 一 代数 的 
加 法 定理 的 存在 ; 另 一 情形 提供 了 可 能 ， 使 网 加 积 分 的 梨 究 让 限 帮 
某 些 标准 型 式 ,得 榜 在 一 般 计 算 的 上 时候 ， 以 及 特别 藉 助 附 表 来 计算 
时 是 很 有 人 答 的 。 

把 已 知 的 椭 加 微分 (2 ) 化 篱 画 量 简单 的 型 (2%) 的 企图 , 继 使 
用 及 2 的 窗 杂 的 代数 关公 , 上 优 疑 间 , 刺 激 了 椭 图 落 散 权 换 的 一 
般 理 蘑 的 发 展 ， 过 一 般 理 洽 主 要 地 是 由 认 亚 佑 评 (Abel 及 雅 各 比 
的 努力 所 创造 的 。 

要 解决 攀 换 的 一 般 间 是 ' 光 必 将 还 一 问题 化 成 比较 简单 的 
问题 。 

我 们 有 权 作 的 第 一 个 化 简 是 将 方程 ( 1 ) 换 篇 方程 
(4) JM Ni 

do(1—2) (hs) NV 4dy(1—D (Ny 

事实 上 , 用 最 初 灵 数 的 适当 的 杰 换 常 可 把 方程 (4) 化 乱 进 种 
形式 。 

此 外 , 我 们 可 徐 限 亦 求 使 点 y=0 相 党 检点 z=0 的 方程 (4) 
之 伪 分 , 换 句 话 襄 , 我 们 可 医 限 於 求 2 与 gy 之 更 的 ; 由 下 天 傈 式 推 
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出 的 代数 天 傈 : 


eg at y at 
(8) | V4 (1— = | ovVdt(1—t) (1— XN) 
事 俱 上 ， + 内 yy A 
. TED CI 六 -nM| aaa I 
其 中 a 是 常数 。 衣 我 们 可 以 求 出 z 与 y 的， 由 下 泪 的 特殊 关 傈 式 
推出 的 代数 关 傈 : 
7 at 


J i uN| a 
则 _. 切 就 化 篇 求 由 下 列 关 公 所 推出 来 的 2 与 > 的 代数 关 傈 了 ， 


[a= 
ovV HL hb) 


2 . at | 0 a 
-| CN- ovV dl—i) (1— ht)° 
过 一 最 熏 的 问题 可 根据 盛 拉 的 定理 ( 椭 图 画 数 的 加 法 定理 ) 解 决 。 
34， 一 般 问 是 的 简化 ” 按 前 节 的 研究 , 取 方 程 


(1) | (1—73)° 


2 di | 
售 | a" 
用 参数 方程 
v=Sn (Wh) pW), 

ye 

GN) 
竺 代 方 程 ( 1 )。 

现今 我 们 的 间 旭 古 求 使 二 个 精装 汞 数 p(w) 、w(w) 有 代数 关 傈 

式 的 条件。 


”在 构 篇 参数 方程 (2 ) 以前, 关 数 b、%、 以 之 间 的 某 些 关 保 可 
能 是 所 求 的 条 件 。 现今 可 以 求 过 些 休 件 , 它 是 参数 7、 和 、XM 之 觅 
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的 关 傈 或 是 醒 数 gCo) 的 遇 期 2o、2w' 与 夯 数 (oO) 的 通 期 20、20 
之 关 的 关 傈 。 

我 们 看 出 来 ,与 秦 数 有 和、M 的 补 杂 天保 不 同 ,明基 之 阐 的 天 
傈 有 简单 的 且 容 易 看 出 的 形状 , 因 之 ,首先 可 分 解 问题 答 著 干 特 殊 
问题 ,然后 再 用 棋 圆 画 数 蕉 的 一 般 方 法 解 此 等 特殊 间 题 。 

得 样 ， 就 可 假 届 画 数 z=900，y= 炒 (之 闻 可 以 有 代数 的 关 
傈 

Fig, yo =0。 
在 壹 恒等式 豪 如 用 4%2mw 代 检 2 站 下 们 一 土 1， 十 3 …， 刚 得 
出 无 数 个 慑 等 式 
Fly(w), yt dme)] 一 0。 
说 Fo Yy)=0 
是 关於 yy 的 次 方程 , 上 则 对 於 已 知 的 2 所 得 到 y 的 不 同 的 值 不 能 
多 认 %% 个。 即 在 有 点 
(8) v， v 土 20" 》 4 士 4o ，…: 
处 函数 由 (w) 的 不 同 数值 不 能 多 於 7 个 。 肖 底 在 数值 粗 ( 3 ) 中 关 
碎 遇 期 2o、2w/' 作 模 数 篇 等 钱 时 的 那 种 情形 才 有 可 能 。 假 定 
0 十 25a' 一 0 十 20aw' 十 2aaw' 十 26a， 
其 中 4&、5、a、B 是 整数 , 则 得 出 关 傈 式 
rao' 一 co 十 Ca 

厨 梯 可 求 得 SO 一 ?CI 十 Sa 。 

过 样 ,我 们 得 到 下 面 的 灶 果 :散在 画 数 (2 之 间 有 代数 天 公式 
存在 ,上 则 填 些 画 数 的 届 期 满足 关公 式 

fa 一 aa/ 十 Baw， 
1 

SW = YO /十 8a， 

其 中 、s、a、B、7、3 大 整数。 

逆 命 题 也 正确 ; 汶 夯 数 (2 ) 的 通 期 之 间 存 在 整 傈 数 的 天 保 式 
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(4 )》, 划 画 数 (2 ) 之 间 有 代数 关 傈 式 。 


篇 了 证 朋 , 命 
人 =70w， 
02 = gw, 
如 此 就 有 QO’'=aw’'+Bo, 
Q=7yw' 十 Sam 。 


作画 数 BQW) = 一 《2 2)。 因 篇 而 散 0 VCO 都 是 偶 本 数 且 
过 期 篇 20、24 ， 故 过 些 函 数 的 每 一 个 都 可 用 24 的 有 理 男 数 圾 
示 出 来 : 
pW = RS] yu)= BRB)], 

由 汪 些 天保 式 消 坪 画 艇 6(w), 我 们 就 得 出 画 数 p(w) 及 由 (w) 之 间 
的 代数 天 保 式 。 进 样 ， 我 们 的 断 首 就 欧 朋 了。 

我 们 顺便 证 明 方 程 (1 ) 所 化 成 的 代数 方程 
(5 ) Zoo 幼 一 0， 
即 酉 贺 夯 数 权 换 理论 的 方程 的 重要 性 质 :得 些 方程 可 有 贿 数 的 者 
示 。 
(6) z=Ri(z), y= R,(z), 
其 中 BR、Rs 是 有 理 面 数 。 

代数 曲 禾 《 5 ) 的 点 的 坐标 满足 表示 式 (6), 叫做 有 理 曲 粮 
(YHHEYpCaIbHaA KPIEBa8，uUnicursal eurve)。 它们 具有 许多 美妙 的 
性 质 。 

由 我 们 的 研究 得 出 重要 的 灶 果 :可 以 窝 限 定 研 究 有 理 楼 换 。 
最 和 后 间 些 相 营 於 由 公式 

中 一 ao/ 十 Gaw， 
一 ?十 Sow 

所 表示 出 来 的 届 期 释 换 ,其 中 waw、8、y、5 古 江 数 ,而 且 我 们 燃 党 
篇 行列 式 . 


是 正 数 。 

过 期 2w、2w' 的 平行 四 小 形 的 面积 显然 等 慌 遇 期 2%、2w' 的 
在 行 四 兆 形 面积 的 % 倍 。 我 们 将 研究 的 构 换 叶 做 % 级 的 构 换 。 我 
们 在 338 及 9 内 甬 态 完 模 全 及 模 丽 数 肝 ,以 及 在 § 22 内 研究 西 
他 夯 数 的 构 换 上 时, 人 遇 到 一 航 构 换 (n==1)。 在 39 内 尤其 是 便 建 
立 , 任意 一 航 绝 换 可 溃 续 应 用 以 下 的 雨 个 基本 的 (或 主要 的 7 一般 
坟 换 得 出 来 : | 


QW!' 一 总 /十 @， 
(8 ) 
( 卫 ) | 
W = 。 
原来 ， 任意 ”投放 换 都 可 重复 用 一 般 绝 换 及 以 下 的 十 个 交换 . 
( 吓 做 m 般 主 要 的 炙 换 ) 焉 示 出 来 ; 。 
WwW! =0', Ww! =0', 
(I) | ~ 或 | 1 
W = Me = 
及 
f ~ a 1 } 
W' = mw", = 二 0， 
(II) | 、 或 1 
WW = W =0，, 


其 中 m 是 自然 数 。 第 一 杰 换 是 第 一 个 过 期 (24) 稚 问 数 m 除 。 第 
二 多 换 基 第 二 表 期 (2%') 被 整数 m 除 。 
我 们 将 将 明 带 一 断 阁 。 若 有 变换 
一 aiw' 十 bo 


由 一 yw! 十 Sa， 
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用 “ 裘 明 数 a、B 的 最 大 公 移 数 ,使 
a=7a, B=7o,， 
其 中 4、5 是 互 质 的 数 。 则 有 二 整数 ca 存在 ,使 
ad—bc=1 , 


w! =aw' bw, 
他 ~ 

Wi1=C0w' 十 Qo 。 
则 

CO = 7 ， 
(a) : 

OW= 491 SW10 


用 一 航 构 换 可 把 数 对 (@, %) 歼 篇 数 对 《@1, of) 。 故 我 们 应 当 突 研 
完 变 换 (o ) 。 篇 了 确定 起 见 探 取 ?>0, 命 


人 = Ts, 
Le 
| 0W2 = 8010 
我 们 现在 有 过 期 对 (2o，2w') 的 第 二 个 届 期 与 通 期 对 (2w。; 2w9) 的 
第 一 个 届 期 的 除法 构 换 。 用 过 些 构 模 ， C0) 取 碎 下 的 形式 : 


3 一 (2) 
| 3 一 4o2 十 os， 
半 是 一 航 的 杰 换 。 

我 们 看 出 来 ,将 数 对 (2w%, 2w) 炙 篇 数 对 (2%w, 2% 可 以 分 篇 下 
列 的 构 搞 : 第 二 遇 期 的 除法 变换 ,其 次 ,是 一 和 级 变换 ,再 其 次 是 第 一 
过 期 的 除法 多 换 , 最 和 合 , 再 一 次 一 航 的 构 换 。 

浊 棣 我们 的 断言 就 谤 明了 ， 

不 欢 看 到 n=7"8o 
我 们 也 和 看 出 , 如 讨论 释 换 ( 工 )、(ID , 可 探 取 : m 是 质数 及 在 任何 
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情形 下 可 单独 研究 m 是 奇数 及 m=2 的 情形 。 

严格 地 说 , 二 个 交换 ( 工 ) 及 (I) 的 研究 不 是 必须 的 , 因 篇 , 例 
如 , 交 换 (ID) 师 精 大 变换 ( 工 ) 及 一 级 变换 。 

我 们 在 $ 38 内 将 训 明 过 个 附 志 。 但 照例 , 直接 研究 交换 (ID 
而 不 把 它 晤 粘 帮 另 一 释 换 是 比较 方便 的 。 

35. 第 一 个 主要 的 一 级 灵 换 “考察 夯 数 

z=sn2(w; hb), y=sn?(; )。 

邢 数 snz(w; 6) 的 通 期 是 2K、2iK'。 同样 用 25、2iL' 峭 明 画 数 
sn2(o; 和 ) 的 届 期 。 芝 样 , y 有 遇 期 2L 有 、2iL/M。 沁 从 第 一 个 一 


极 构 换 ， 
iML'=ik'+K, 


ML=K., 
考察 比 艺 。 和 过 是 用 2K、2iK' 作 通 期 的 偶 椭 图 丁 数 。 因 此 它 
可 用 sn*(w; 6) 的 有 理 画 数 表示 出 来 。 在 过 期 2 区 、2iK' 的 平行 四 
瀑 形 内 , 画 数 亿 在 点 w= 红 LM =iK'+K 处 具有 二 航 的 极点 , 通 
是 因 需 分 子 y 在 该 点 有 二 报 的 极点 , 而 分 母 在 该 熙 黑 认 悖 且 篇 有 
” 限 。 其 灵 , 画 数 芯 在 点 w=iK' 碎 具 有 二 阶 的 二 级 雳 点 ， 姐 是 因 


篱 在 省 一 点 砾 ， 分 子 是 有 限 且 归 庆 寺 而 分 “有 一 聊 门 吾 时 根 
所 让 天 的 ， 


-0 
2 Sn20u; 1 一 Sn200 天 /十 开 ， ?) 
y _ 4 
或 Ei 
其 中 4 与 C 都 是 常数 。 篇 了 决定 过 常数 , 命 4= 二 区。 由 此 得 
| 
1= 


I- 
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肉 基 A=%'2 
就 是 
lt bp 
(1) sn2(w; EF) 和 1 一 #2sn2(w bh) 
k'sn(u; E) 
eT sn (HY; *) = dnCu; Fy ° 


现在 旗 剩 下 用 上 表示 量 以 及 了 。 将 写 出 的 等 式 用 v 除 , 再 命 v 
趋 亦 雾 , 得 


= 
其 次 ,在 公式 (1 ) 内 命 尺 二 2K 十 iK', 得 
1_ Eb 
M2 kh2° 
工 oh 
因 之 ， 和 = bp'° 
,opN F'sn(uv; F) 
故 有 sn (2 Ww ) = dn@u; FP) ° 
同样 [或 由 (人 工 让 可 全 
2 en 0) 
cn 人 Wy D) -sD 


,oh 
dnf 人 届 )= gn dn(u; Bb)° 
命 上 在 由 0 到 1 的 区 间 杰 化 。 壮 点 ,我 们 e 提 通 , 革 永 用 是 最 
重要 的 情形 。 量 


k k 
M1—p? 


同时 将 由 0 淡化 至 co 。 示 样 , 在 本 区 内 我 们 所 得 到 的 公式 将 具 

有 犯 虚 数 的 模 的 路 各 比 画 数 杰 篇 模 数 在 区 间 [0, 习 内 的 雅 各 比 醒 

投 。 
注意 , 我 们 在 本 他 内 求 得 的 疙 换 公 式 也 可 以 由 $ 22 内 引出 的 
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西 他 函数 释 换 的 公式 得 出 。 过 个 附 赴 也 属 徐 下 一 区 。 
36. 第 二 个 主要 的 一 级 绥 换 “ 演 一 释 换 染 应 於 下 扯 的 轴 作 


式 : | 
ML=iK',. iMI=—kK. 
同上 时 ,和 上 稳 一 样 , 2K、2iK" 是 而 数 
v=sn:(w; £) 
的 过 期 ,而 2ML、26ML' 是 画 数 
y=sn?(%; *) 
的 遇 期 。 
再 研究 比 芯 。 


内 
演 是 sn?(w; 从 的 有 理 丽 数 ,在 过 期 2K、2K?! 的 四 洲 形 内 的 点 以 = 
一 iK' 处 具有 二 级 的 霖 点 , 因 篇 慎 个 点 是 画 数 x 的 二 级 极点 县 在 
点 一 下 感 具有 二 航 的 极点 。 故 


-4 
ZX sn2(u; b)—1° 
命 % 趋 放 寺 ,得 
1 
N44 
| 2 / ， 
因 :. _ Asn’:(wv;E) 


帮 命 V = 一 4 下 求 得 1 二 4， 
更 用 一 十 iK' 代 赫 w, 得 
LD ;= ER; DD) 


gnAKAIRI P-L 
1 六 
2 1 1 
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di. lier pir ir 


] 
收 入 =， 天 一 子 


而 我 们 所 得 到 的 业 果 化 篇 
(1) Sn 大 ) 一 4 
同样 [或 根据 (1 )]1 可 证 


cn(iw; 1) 一 


sn(w; b) 
cn(w; £). 


1 
cn £)" 
dn(w; £) 
cn(v; 及 

过 些 公式 的 作用 在 公 ， 二 的 维和 此 面 和 里 钨 
数 的 雅 各 比 图 数 。 

37， 郎 当 炙 摸 第 一 个 主要 的 二 级 变换 , 郎 当 中 (Landen) 曲 
在 1775 年 就 发 现 了 。 轩 应 逢 一 交换 有 以 下 的 公式 : 

7 一 Sn2(ui FE); 2K, 2%K', 


dn (iu; 如) 一 


g 一 sni( 六 ;和 2ML=K, 2ML =2K', 
由 此 看 出 ,问题 是 关 礁 画 数 x 除 以 两 个 第 一 过 期 。 
比 Yy 


小 
是 snz(u; 办 的 有 理 画 数 。 在 过 期 2K、2iK' 的 在 行 四 渡 形 内 遭 一 
丽 数 在 点 w= 契 具 有 二 级 的 零点 且 在 点 u= 尺 十 i 认 ' 大 有 二 家 


的 株 上 可。 


十 棕 ， 
Yo sn(K;h) -sn wh) 
shx(K+ik’';b)—sn wb) 
y 4 一 2 
区 | £2 1—hr ° 
依次 命 ==0、iK'、 下 ,得 出 以 下 的 等 式 : 


i 


@” 星 然 ,如 党 音 未 致力 从 入 国画 数 ,他 所 致力 的 是 棋 贺 粮 男 的 研究 。 
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1 _ 4 pM A Lan 人 ber (5; 
和 hb dnz( 亏 ; 1 


现今 可 以 利用 容易 导出 的 公式 


sn (3 内- J 
dn( 亏 ; p)=VB, 


顺便 提 一 下 ,它们 都 包含 在 表 XV 内 。 由 壮 些 公式 ,最 后 的 方程 取 
以 下 的 形状 : 


1=. 4 . 
(1+h D2? 
故 A=(1+h)?, 
仿 由 前 两 个 方程 得 
1 
“于 页 ， 
bp? 1-N2 1—b 
(THT (TFh) T+ 
” 玖 我 们 所 得 到 的 车 果 化 篇 
八 . 全 一 态 ; (1+h' sn(u; Fcn(wu; b) 
sn [ul + b ;Fp | mu 
SAO TO 
-1— (th sn (wv; h) 
cn| ul1+b); 3 Tp | dn(u; pb) 9 
~, ik’ 1 工 一 储 一 人 7)SD202 大 
da| w+1D3 3 in et 
请 藤 者 杂 验 它们 


38 .高 斯 妆 换 、 浊 一 交换 是 除 以 雨 个 第 二 遇 期 。 故 它 可 由 一 
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sii 


级 弧 换 及 邹 党 绝 换 ( 除 以 雨 个 第 一 遇 期 ) 的 组 合 得 出 。 

和 前 滔 一 样 ,原来 的 模 数 是 上， 而 释 换 以 欠 我 们 得 到 模 数 入。 
取 营 的 和 新 的 过 期 位 置 互 换 的 一 航 炎 换 公 式 。 它 们 具有 以 下 的 形 
钛 : 


ao 的 -主任 和 
(1) en 人 ui P) = hy 

0 
友 


(2) : (7: "= ) 


过 襄 和 及 .4 蓝 时 是 任意 的 。 现 今 我 们 必须 娶 求 ,使 ( 工 ) 及 (27) 的 
左 滤 的 画 数 由 郎 当 沟 换 联 驳 起 来 。 就 过 样 来 夏 定 入 及 1 。 

回想 起 郎 营 交换 及 硕 及 到 ， 现今 的 WW 及 和 起 着 以 前 的 k 及 和 
的 作用 ， 荆 列 求 得 


+k 1+k 
: / _ Ts OV EE 
及 z 和 =~V 1—A Ip 


簿 标 ， 雨 个 次数 和 及 及 者 税 确 定 了 。 炎 换 的 公式 具有 以 下 形状 : 
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uN 1 snCiv; bh Yen’ £1) 
sn (yy )== 羡 dnCiu: hb') 

iu, NN 1 tb)sn Cu; bh) 
on(%; \)= dn(iu; £) 

i NN 1—(1~—h)sn?(iu; £'") 
dn M’ Wi) 一 dn(iw; 有) 


现今 只 要 再 利用 关 傈 式 ( 工 ) 及 (2 ) 就 可 以 得 


sn 天 4) 1 sn(w;h) 
) ~ M en(wu; PdnGu; b)’ 


~ 


_ Cn Gu jp) (1+h)sn?u; pb) 


(TA cn(u; 8)， dn (wu; k) , 
on(%; *) 

/ 
dn(W; \) _ en2(w; b)+ (1—E)sn:(v; 天) 


mn) Prd 


M’ 
最 德 的 公式 只 以 下 的 形状 : 
4 ， 1 sn(w; £) : 
sn (by; A) = M1+rksn2(u; bk)’ 


了 和 cn(u; Fdnlu,; 人 
en 人 )= T+h en; by 


WA 一 在 Sn CU 有 四) 
dn(¥; 和 A) 1+hksn2(w; bp) “ 


我 们 故意 化 高 斯 灵 换 篇 朗 当 交换 , 乱 的 是 谣 朋 在 8 34 最 第 所 
作 的 附 娃 。 容 易 妊 出 ,最 知道 些 公式 ,直接 推 求 更 快 。 

89. 主要 的 ”级 购 换 “ 演 些 交 换 是 过 期 之 一 被 数 吨 除 。 得 出 
和 与 坦 个 故 换 对 应 的 公式 的 方法 在 前 事 凶 已 充分 地 狐 明 了 。 故 在 坦 
训 我 们 限定 大 似 情形 之 一 加 以 分 析 。 关 大 n 般 构 换 的 双 部 公式 ， 
读者 可 在 表 XXIT 及 XXIT 中 找到 。 我 们 将 研究 第 一 过 期 除 以 
散 % 的 除法 交换 , 且 ” 可 篇 偶数 也 可 乱 坷 数 。 本 
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2 


我 们 取 以 下 的 公式 : 


| 
jy_EK pp_E 


NM’ nm? 
v=Sn(u; ££), Y= =sn(; 1)。 


比 EA 


区 
是 + 的 偶 画 数 ,而 且 容 易 看 出 , 它 具 有 过 期 2 、22 开 ， 
Sn(V 十 2M2 玫 十 2 天; kb)=(—1)" sn(v; £), 


sn (2 mE )) 一 《一 二 )” sn( 六; \) 。 


因此 ， 艺 


必 


是 snz(u; 办 的 有 理 夯 数 。 在 过 期 2 民 、&% 开 ' 的 基本 在 行 四 旭 形 内 
被 研究 的 图 数 在 卡 


si (0, £4 |) 
区 具有 一 被 的 雳 下， 而 且 在 苛 


人 


茂 具 有 一 级 的 本 是 由 此 得 


Sn Wh) 
EK) 
(mw NT 


sn2 (2 ZK )， 有 
篇 了 人 克 定 天,， 命 V= 玉 。 得 四 
1 [ en? (CF K’ 9 Sn? (二 1 1 - 
3 sn 人 (2 六， #) -ons (EiK’; $) 


、 Sn (2%; ko 加 了 ， 1 
注 学 全 nu kb'), 
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如 可 将 得 到 的 式 子 改 窟 成 以 下 的 形状 : 
[#4] sn (CE Lp 及 
(2) M= I 


篇 了 确定 在 公式 (1 ) 内 命 u= 区 + ix , 因 


sn(L+%L'; A)= -1 


入 
故我 们 得 
央 on? (TEK'; Hb) 
dn( ;有 1 外 ly ye KK i 


A=dn( 二 -; 1 x 


r=1 on’ (7 EK' b') +dnz( 二 _ bh" sn (2 Ek; 1) 
n 1 


现在 要 留意 | | 
cn2aw 十 dn2B.snza 一 工 一 大 snaavssn2B 一 人 CO)Bke 二 ICSx 一 D) ， 


9 (oa)O (6) 
由 此 央 傈 式 得 


一 dn( 二- 刀 ) 


[a] 8*(T K'|’ )e Er=2 xlr) 
rT ) orl I) | 
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- 
. Kr _6( K'|r )9 (0|7) 
. 分 注 圭 dn( 二 1 (El el o 


得 使 模 数 入 具有 以 下 的 形状 ; 
py 
, 让 8(TEK 1 


六 二 于 6( 所 二 下 rr) 
狗 


得 檬 无 论 ? 是 偶数 或 奇数 都 可 。 


第 七 章 ”天 办 椭 轿 


I 积分 的 衫 天 知 识 


40， 第 一 种 椭圆 积分 的 一 般 反 演 公式 ”研究 积分 


| 
tt == Te 
20 


其 中 w= do + 6 + daw + os= 9(%) 

是 没有 重 根 的 四 次 多 项 式 。 假 定 壮 一 多 项 式 至 少 有 一 个 根 是 已 知 
的 ,出 如 同 前 面 看 到 的 ,对 雁 构 数 2 施行 东 一 个 多 形 释 换 可 将 积分 
写成 卫 泵 斯 胸 拉 斯 标 淮 形状 ,其 灵巧 的 反 溪 了 观 可 直接 夭 助 於 夯 数 
来 眉 现 。 

本 季 中 我 们 将 说 明 , 若 多 项 式 p(w) 的 任何 一 个 根 也 不 知 
省 由 , 则 所 研究 积分 的 反 演 将 如 何 产生 。 在 那些 情形 下 , 即 多 项 式 
9 (5) 的 任 数 是 不 催 定 的 数 而 篇 东 些 参 数 ， 例 如 篱 任意 常数 有 时， 反 
演 问 题 的 解 非常 重要 , 像 过 样 的 情形 常 件 随 在 力学 中 。 


证 2 一 一 4 一 
则 刀 将 具 以 下 的 形 杖 ; 
w=yt+602y + 4Dsy+ b= , 
其 中 bs=as—ai=—A, 
bs 一 3caias 一 201 一 0s 一 一 全， 


bs =—=04 daias 十 6aia, 一 3a3 o 
游 出 多 项 式 o(z) 的 不 炎 式 go、gs, 我们 已 经 知 道 ,它们 等 
中 假定 2=p(x) 是 三 次 多 项 式 , 则 我 们 的 疝 吓 用 彻 等 方法 可 内 解决 。 所 我 伴 
蛮 研 究 四 次 多 项 式 的 情形 。 
世 演 亮 要 注 意 (0 二 1 人 
(124) 


第 七 章 册页 构图 积分 的 补充 知 蕉 125 


12 一 0 一 4aics 十 3c2， 


(1) 1 a as 
03a 一 |C1 Ud2 243 
Qa 03 04 
列 出 方程 
dz —g22— gs=0) 


它 的 根 用 et、es*、es 霄 示 。 胆 一 方程 是 下 渡 每 一 方程 的 哆 解 式 
(pes0XPBeHT ) 
(2) =0， VY 一 0 
[ 阿 偷 好 福 股 区 (Aronholq) 豫 解 式 ]。 事 实 上 , 假定 用 zo、 zi1、%;、 

vs 表示 方程 


(2) pv)=0 
的 根 ,而 用 yo、 1、Ys、 Ys 豚 示 方程 

(3) wy) =0 
的 对 兢 根 , 剧 


v=—a—y, (p=0, 1, 2,3), 
於是 ,如 代数 学 教程 内 所 惑 下 ,下流 的 等 式 碟 工 : 
yo=~\M S—er+~V S—es +VS—es, 
y= S—o 一 VB 一 ee 一 VS 一 es， 
ya 一 一 Y S—e+VS-es—™MS—es, 
ya 一 一 从 S—e—~V A-es TV ND-eso 


我 们 再 提出 一 个 容易 验 苹 的 天 傈 式 ， 
(5) 453— gS — gs= 1°, 
过 在 合演 是 有 用 存 的 。 
我 们 六 出 画 数 名 Q@4; gs, gs) , 它 的 构成 , 裕 需 要 多 项 式 p(z) 的 


@ 例如 ,可 参阅 苏 什 友 灯 音 (A. 了 .LVyYIEEeBEG) 的 “高 等 代数 教程 (Kype BEICIUei 
axre6p5r) (202 一 305 页 ， 1941 第 四 版 ) 。 


( 生 ) 
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个 缀 式 9。、 Is:。 关 傈 式 45 ) 指 出 ,有 适合 页 
(6) S=$(9), T=—0'(9) 
的 0 存在 ， " 
现今 我 们 可 将 方程 《3 ) 的 根 的 公式 (4 ) 化 需 以 下 的 形状 ; 
yo 一 jw) ,=f V+20), Ye=f (V+ 20s) ) Ya=f (V+ 20s) 
ft 


我 们 已 得 出 ,方程 的 超越 形式 的 解 , 印 用 椭 回 西数 胡 出 的 解 。 
篇 了 全 和 合 的 目的 ,多 换 量 (vw) 篇 另 一 形状 , 是 有 用 的 。 篇 此 
目的 ,注意 : 
_ ou 十 as() 十 aa(2) 
/G0 0 tou) tol 


是 以 4o、4o' 作 通 期 的 椭 图 硬 数 。 在 过 期 4o、4ow' 的 平行 四 渴 形 
内 , 它 具 有 简单 极点 0、. 2、2a'、2o 十 2o'。 相 当 的 留 数 等 谎 3、 一 革 
- 工 -1。 容易 看 出 ,与 Go) 具有 相同 的 过 期 的 枉 贺 夯 数 


2 -一 5 > 
也 具有 相同 的 性 质 。 
OW + os(W) + oY) _ / 
放 et) tC) + 


TY 
其 中 C 是 常数 。 容 易 求 出 过 一 常数 。 事 实 上 ,在 点 w= 0 的 卷 域内 
有 
2 (EE) LC) = A 
友 
G01) + os (WW) 十 aa(C2) 3 十 az2 十 … 8 


gC tt “ 


我 们 看 出 C 一 0 (以 及 a=0, 但 过 轩 丰 我 们 无 任何 价值 )， 
过 样 ， fC) =2(s) 一 (GOD。 
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EP pe pe "wih 


仿 利 用 酚 数 《的 加 法 定理 。 由 过 一 定理 得 


CO) = 2L(%)+ + 1 lim V+) (3) 加 = 


2 ge 


< 


1 "(3) 


部 J (W) = 一 可 ef) o 
2 


精 级 的 天保 元 


Qn/ 
P| (w) os(u) +os(%) 加 _1 % ( 2 ) 
OY) 2 g， (&) 
是 属 放 考 马 菜 夫 斯 卡 娅 (C. B，KoBaxeseran) 的 。 
午 样 ,方程 (3 ) 的 根 可 息 成 以 下 的 形状 ; 


办 一 一 玉 ge 人 了) 9 YE 二 一 3 "(2 te) (8 一 1,2;3)。 
9 


到 现在 篇 止 我 们 的 硝 究 莹 本 是 辅助 的 性 里 。 现 令 开 始 解 友 演 
的 问题 。 我 个 在 过 训 所 注意 的 解 是 以 下 列 剧 等 式 坊 根据 : 


CD [Ce- 吕 -e+ 划 -8 -入 ) “ol. 


8 (= 全 ) 一 8g Ce) 


， QO! 四 一 久 (Ce) 
-38(c)| 十 RACE A +g2s—12[8(c)1°, 


他 (一 二 ) — (ce) 


| +. 
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篇 了 有 验 十 过 一 慑 等 式 , 可 利用 画 数 《 的 加 法 定理 。 由 恋 定 理 有 
让 下- 8g'(c) 
IE 
-ie 人 e+ 虽 -9 (一) 2 tw 一 号 )-8Co) 
故我 们 的 恒等式 和 下 瀑 的 等 式 等 价 : 
:fOr 
-2 8(e) -8 (u—£)] -2 


8 一动 一 9 


| —36(c) = 


—6[8(0)]+ 59 


| we 一 豆 ) - 8 
2 8 人 一 号) 一 4 (c) 
-218Co) -8 (二 )! {28() +9 (vs)! = 
8'(e)|9'(u— 瑟 )—8'(0) | 
~ 
间 一 式 可 祖 成 以 下 的 形状 ;: 
I) ges 
-0 


+ 人 -9O+a[e (号 -和 
根据 画 数 9 的 微分 方程 立刻 知道 遭 一 恒等式 坑 纳 。 


6[8(o)]? 十 坷 go。 


第 七 车 ”并 太 权 加 种 分 的 稍 充 知识 129 


注意 , 在 恒等式 (7 ) 内 面 数 f 的 不 变 式 J,、gs 是 前 所 流出 的 
量 (1)。 此 外 ,由 等 式 ( 6 ) 所 确定 的 量 % 以 替代 e, 最 后 再 命 


] | ~- 吝 ) 一 $1’' (wv) 
Y= 本 一 一 
8g(v 一 汪 ) 一 8 (0) 
於是 恒等式 (7 ) 取 下 滤 的 形状 : 
ey VN 1 
[gw- 动 -9 (w+ 各 )| = 
一 4 一 6 y+ 《3 十 % 一 3[ (01 
由 等 式 ( 6 ) 及 量 8、 沁 的 定 闵 ， | 
一 《人 (oO) 一 02， (wv)=Ds, 
此 人 外, 因 篇 fs 一 0004 一 4010; + 302， 
友 bo=1, b1=0， 
故 92—3[9(v)]?=9g92— 3062=0,。 
进 样 , 我们 忱 得 出 
WAC EAC 上 4509 十 pa。 
过 一 等 式 的 右 滤 是 必 。 因此 我 们 的 烙 雪 楼 成 间 栋 : 若 伸 
] 8 (w 一 本) 一 9 人) 


8 ( 一 分) 一 8(%) 
w=8 (ut) (一 委 ) 
仿 注 意 , 由 夯 数 人 按 行列 式 的 形式 的 加 法 徙 理 , 下 滤 等 式 成 
了 站: 
8 (w 一 于 ) 一 9 Co) 8'(w 十 本) 十 全 (一 豆 ) 


Psi 


2 
DY re 


5: 3 -1 和 1 1 
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| 2 1f 
2 2 
其 次 注意 , 当 4%=0 时 旭 画 数 4(w, 2v) 取 以 下 的 值 
—a1—f(v), 
着 豪 兆 了 (v) 是 先前 导出 的 而 数 ,而 且 在 我 们 的 所 有 讨论 中 可 以 用 
4 十 2 代 越 vv (f=1, 2,3)。 
最 后 ,注意 


am 9 口 2 _ 
er) -ee 
-8 (wt 名 ) 一 (ww 一 吝 ) 一 
改 wx 一 | 空 。 
最 后 的 等 式 指出 ,而 数 
v=f(u, v) 


是 反 演 问题 的 解 ,而 且 党 4=0 时 释 成 方程 (2 ) 的 模 m。 面 数 
fu vt (=1,2,3) 
也 烙 导 反 演 问 题 的 解 , 且 当 入 =0 时 克成 已 知 方程 其 骆 的 根 。 
41. 具有 实 不 如 式 的 丽 数 《6(v) 设 不 杰 式 g,、gs 是 实数 ， 则 
多 项 式 
42 一 02z 一 03 
的 二 根 e1、 es、 63 或 全 是 实 根 ， 或 有 一 眉 概 ， 而 其 饼 二 者 是 共 二 被 
根 。 
若 利 别 式 是 正 数 , 部 
92—27g3>0, / 
且 第 一 情形 成 并 ;在 慎 一 情形 中 ,我 们 将 时 些 程 附 以 足 码 , 使 
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C61> 62> 6b30 

应 沼 注 意 ,假设 所 有 的 根 e 彼此 不 相同 ,就 才 明 币 别 式 黑 蕉 零 。 

若 特 别 式 是 负数 ,出 第 二 和 情形 成 江 。 

过 些 事实 可 直接 用 下 渴 的 公式 推出 来 : 

g92— 27g93=16(e1—62»)’(e2— 63)?(63— 61)?。 

带 有 实 不 变 式 的 画 数 和 40， 对 页 判别 式 的 任意 符 鱼 在 详 轴 上 
械 取 实数 值 。 道 可 由 以 下 认真 推 出: 在 不 次 式 篇 实数 的 情形 , 则 展 
开 式 


-1 ga ia 
Yu) 十 六 信 十 六 米 十 … 


20 
的 全 体 侨 数 都 是 实数 。 
同样 , 历数 《(w) 在 虚 轴 上 也 取 实 数值, 由 下 滤 的 关 傈 式 部 可 
小 出 : ~ 
(1) C4; go 93) 一 一 《Li J2 — 43)o 
今 将 引出 硬 数 和 (Go 的 过期 2%1、2ws 用 不 释 式 者 出 的 式 子 。 
和 从 御 别 式 篇 正 数 的 情形 开始 。 由 公式 


“| 一 二 二 一 一 

9 Mdo—gm—gs 

《其 中 棚 号 营 "> 6 时 ， 取 它 的 算术 值 ) 推 出 : 党 《由 co 区 小 到 el 
有 时, 量 v 蛙 调 地 由 0 二 大 到 ol。 因 之 ， 


” dz 
分 = | PE 


邻 取 函数 名 (w; gz, 一 9a) 且 用 2w1、 2w 者 明 它 的 届 期 。 多 项 式 


dT’ — gat gs 
的 根 , 按 玩 减 的 顺 太 排列 ,将 外 
8 一 一 65， 63 一 一 62， 63 = 一 61o 


同时 ,关公 式 (1 ) 示 明 


( ) WwW1 t ) 3 一 2 0 
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与 公式 (2 ) 同 样 可 篇 出 


OD -| 
”js V Adri—grtga - 
故 _ | 
4 -i -一 所 ， 
) 3 ° -Cs MV 423 一 MP 十 0 


进 榜 , 通 期 2ol. 20s 弥 过 不 构 式 gs， gs 用 积分 形式 裘 示 出 来 
了 。 我 们 痢 出 ,2w1 是 实数 ,而 2os 是 纯 典 数 。 浊 表明 ,在 研究 逢 
别 式 和 估 正 数 的 情形 中 ,过 期 平行 四 滤 形 是 矩形 。 
利用 生生 斯 股 拉 斯 画 数 及 雅 各 比 画 数 间 的 关 傈 ,可 写 出 
w=~MV NK, 
w=MV NK' 
其 中 b= A= 1 >0, 


61™ ¢3 Ve1—e3 


邻 转 到 和 制 别 式 是 负数 的 情形 。 
直下 由 类 似 的 理由 得 出 公式 


” dv  . 
6 -| ~ 
( ) 2 eh ~ 40x3 一 (JT — 3 


再 取 画 数 8(w; gs, 一 gs) 。 保 持 以 前 的 记号 ,得 
NN 3 |” dx 
(8) 全 -| MR 


个 注意 等 式 (3 ), 以 及 


Ws = — Wi1— Wy 
J J jt 
人 2 一 一 1 一 如 3o 


我 们 求 得 01 十 003 一 一 02， 


_ (3 
ct 一 山 3 一 一 了 心 


性 样 把 量 (5)、(6 ) 相 加 及 由 〈5 ) 内 沽 去 (6) 即 得 出 遇 期 2o1、 
2as 。 我 们 活 出 ， 人 在 剧 别 式 是 贷 数 的 情形 ， 过期 20w1、 2 是 共 辊 被 
数 , 故 得 出 基本 耕 行 四 瀑 形 是 菱形 。 
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pi 


在 负数 币 别 式 的 精 形 中 , 通 期 可 用 勤 让 得 标准 椭 图 积分 的 形 
式 表 出 。 篇 此 ,必须 命 
es— ea3= pc0s + isin yg), 
其 中 p>0, 0<y<r。 在 过 一 情形 中 , 荫 履 者 梳 怠 


ws p =K, 
ca Pp Fr 
尼 
其 中 bp? = sinz 风 。 
42.， 在 资 数 情形 下 将 栅 圆 生 分 化 坑 雅 各 上 比 标准 型 ”我们 将 斌 

完稿 分 
(1) | |RG, ww) dz, 
其 中 台 者 明和 目 己 变数 的 有 理 男 数 玉 


42 一 0o2t 十 4ai23 十 6a:22 十 4cs2 十 三 大 2)。 

遵 吉 我 们 假 届 , 傈 数 4; 是 实数 , ao0, 同上 时, 多项式 了 (z) (没有 重 
根 ) 在 数 轴 的 某 些 区 并 篇 正 , 且 我 们 将 限定 ，z 在 各 衬 的 区 竟 内 构 
化 。 避 样 , w 族 具 实数 值 ,所 以 ,如 果 画 数 BB(z, ww) 的 侨 数 是 页 数 ， 
浊 积 分 CI) 也 将 是 实数 。 得 一 情形 (我 们 叫 它 做 实数 情形 ) 希 望 娠 
助 礁 实 数 炎 换 符 积分 化 成 标准 形状 。 类 似 的 杰 换 是 本 各 研究 的 对 
象 。 

首先 注意 ,多 项 式 分 解 篇 一 次 因子 钱 再 集合 起 来 ,可 使 多 项 式 
f(z) 具有 以 下 形状 : 

f(z)=a0(2 2A 二 1 2 十 202 十 吕 )) 

其 中 全 体 傈 数 co、X、H、p、c 仍然 是 实数 。 假定 多 项 式 . 作 2 的 四 
个 根 不 完全 是 实数 , 旭 省 一 分 解 是 唯一 的 , 因 篇 至 少 二 次 三 项 式 之 
一 必须 具有 共 辐 根 。 假定 至 体 根 都 是 实数 ， 划 需要 的 分 解 式 不 是 
唯一 的 。 遭 时 我 们 挑 玩 第 一 个 二 欢 三 项 式 的 根 大 於 第 二 个 三 项 式 


134 入 而 型 数论 雹 要 


的 概 。 
今 肚 和 =p 或 和 +*p 而 可 有 二 种 情形 。 
才 入 二 p, 出 我 个 命 
2 十 和 一; 
且 f(z) 县 以 下 形状 
j 2) =a0(F + C+), 


其 中 4 及 B 是 实数 。 
行人 关 p,， 居 用 下 公式 这 人 多 数 t 以 代 赫 : 
> 
十 荆 “ 


其 中 2 及 4 是 待定 的 数 。 和 多 项 式 f(z) 只 以 下 形状 : 
f 0) = (Pet) + pitg) C+D tot x 
Xx{PtTg9) :+2p( pti G+1)+oG+D)?), 

我 们 需要 大 拓 弧 内 的 二 次 三 项 式 不 包 售 多数 1 的 一 次 项 。 但 
可 用 以 下 二 方程 决定 p 及 4: 
(2) | 

29 十 PC2 十 人 十 加 一 0。 
我 们 将 证 明 , 解 过 两 个 方程 则 可 得 出 及 9 的 实数 值 。 由 方程 
(2 ), 得 
ee 


_ AG 一 Hp 
124 一 一 一 5 


故 2 及 9 是 二 次 方程 


下 ?了 LT0 wh -0 
和 一 局 A—p 


的 根 。 遭 一 方程 的 判别 式 等 让 


(Lo AHpp 一 ao 十 4 一 p)CC 一 Ap) 
人 0 Op 
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hr i pd” Er 


用 a、5 汉 明和 多 项 式 


2 十 27z 十 凡 
的 要 ,而 用 c、9 裘 明 多 项 式 
2 2pz2+o 
的 根 。 姑 
w=ab, 2 一 一 4 一 D， 
rr 一 00， 95 一 一 6 一 0。 
磷 


《8 一 00)2 上 《0 十 0 一 0 一 DC 十 0)00 一 (C 二 8)C0》 _ 
惟一 P) 
_ (a—c)(a—0) GO 一 CD 一 0) 
(一 pD) 


若 多 项 式 f(z) 的 根 全 入 实数 ， 则 所 得 的 式 需 正 数 ， 因 乱 由 已 
知人 条 件 , 数 4、5 大 从 ce、.9。 量 也 当 了 (2) 的 根 不 至 是 实数 时 也 是 
正 数 。 演 样 , 假 定 、0 是 实数 ,而 a、? 非 实 数 , 划 

(一 上 已 一 0 一 |2 一 5 

(a—0) 0—)= la—0’, 
假定 全 体 根 都 不 是 实数 , 剧 

(a—c) 0—)=|a—el®, 

(a—0) (6—0)=|la—0|’,。 

慎 样 , D 永 过 十 正 数 。 可 见 , p、9 是 实数 ， 而 我 们 已 孝明 ; 由 
实 傈 数 分 式 的 一 次 变换 ,可 化 我 个 的 积分 (]) 成 篇 以 下 形状 : 


| VFRTFo FB) 1at, 


其 中 EB 宪 明 基 一 个 新 的 有 理 画 数 。 我 们 已 假定 画 数 f(z 在 数 轴 
的 共 些 区 闻 坊 正 。 式 

土 (十 0) (+B) 
因而 也 有 这个 性 质 。 故 根 式 


136 棕 加 柄 数论 壬 要 


4 一 人 士 ( 妇 十 oa) (十 局) 


息 可 能 取 以 下 各 型 : 

(I) y=~V (eA), 
(GD y 一 人 (ao 一 培 (要 一 六 )， 
II) y=~ (oa5 一 说 (85 十 芭 ) ， 
(IV) y=~V (Pa) (0 + 站), 
(CV) y=~V (+o) (+0°), 


其 中 5c.2 寿 明 正 数 。 在 这 些 之 中 的 每 一 个 情形 ,化 成 标准 型 ,不 发 
生 任 何 困 肉 。 相 匣 的 公式 包 合 在 青 XXVII 内 。 
过 让 我 们 作 篇 一 例 而 研究 型 1。 如 是 , 命 
y=~V (a tt (0), 
且 o>0°, 
能 钢 适 党 地 依照 如 过 2 或 如 > a2 而 分 篇 二 种 情形 。 不 等 式 2 一 
<#<a? 应 除外 , 因 篇 由 它 确 定 的 Y 的 数值 不是 实数 。 


若 #2 < b?, 
剧 合 t=02, hr = 
过 就 稻 出 y=abV (1—%) (1— hr), 
大 > a’, 
LE mb 
剧 命 t= 
者 就 输出 y= SV Cn) -Ry 
在 十 种 情形 中 , x 都 在 区 间 [ 一 1, 刁 内 继 化 , 且 以 命 
2 一 Sn 人 (ui E) 


起 便利 。 如 此 忆 将 有 区 加 [一 苹 ， Kj， 
和， 完全 构 圆 积分 作坊 超 并 何 画 数 。” 取 宪 全 酉 图 积分 的 三 角 
的 形式 
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有 
1 _ p 
人 四 0 IT 一 好 Sin2 0 
(2) B= | MIPapdy, 
0 
县 假定 | 研 | <1。 


在 莹 样 的 假设 下 , 我 们 可 以 把 税 积 分 荔 数 展 成 多 数 人 的 异 棒 级 
埃 
1 1 27)! 7 2 
Mg A 

Vi~—h’sin: 0 一 1 一 六 sin Mo 

把 性 些 式 子 积分 , 旦 注意 
1 1 
| sm dp = 1 T(r+ 却 )T( 豆 ) wm (97)! 

0 yp 9 TT (十 二 92r+1 (71)? ? 

则 得 出 下 渡 的 展开 式 : 


TS Cr)1C27)1 12 
K-75 


(37 一 2)1(27)1 
了 = 号 i1 -2 EC VG 1) 和 小 
邻 回 情 超 线 何 表 数 
ab, | CCC 二 TOO 十 
Fla,b, 一 1 ce+1).1.2 
基 不 座 验 证 ,过 一 航 数 在 
1 


4 一 0 一 可 ， (一 荆 ， v=p* 


时 , 净化 答 乞 到 ,而 在 


襄 ， 5 一 c=1, 2 一 久 


时 光 化 篇 之 恕 。 泪 榜 : 


0=— 


138 档 图 可 数 痊 般 可 


rr rr -ee ee 


(1 >) K=3 7 (3 ph 1; 2)， 
(Ga = 守卫 (一 豆 , 训 ， 1 人)。 
和 这些 式 子 限定 放 

[|<1。 


有 名 的 超 旨 何 航 数 的 炙 换 答 出 烽 图 积分 K、E 对 认购 数 人 在 面 的 
其 他 部 份 的 式 子 。 不 谈 址 些 释 换 , 我 们 塌 到 问题 的 另 一 面 , 即 谈 与 
共 形 写 像 的 关 傈 。 

在 复 数 w 平面 上 已 知 有 限 的 亿 域 , 命 其 境界 篇 知 二 个 较 踊 构 
胸 。 命 C1，C2，…, on 用 明 性 一 多 注 形 的 顶点 ,有 x01, ww0s，…， 
x76， 篇 其 相 蜀 的 内 角 。 假设 要 将 过 一 多 角形 共 形 高 像 到 被 多 数 2 
的 上 宇平 面 三 。 此 人 外, 假 坑 无 限 让 点 是 顶 哑 c 的 像 ， 把 多 角形 其 
饼 的 顶点 所 构 到 的 实 轴 上 的 点 ,各 时 做 a1, az; …，a-ilo 

在 坦 样 的 情形 下 , 像 在 复 变 数 西 数 瑜 教程 内 所 共 明 的 了 , 夯 数 
w= 二 Ww(z) 满足 崔 微 分 方程 

{w, 2} =21(z), 


其 中 

27 1 一 1 并 一 工 
《3 (一 可 凶 a + ’ 
H 4, 4;,, ”“ An-1 表明 用 以 下 的 关 翁 式 

站 一 十 

(4) 和 44=0， 

nn—1 1 外 一 工 | 
(5) 呈 4 + 村 号 (一 汐 = 于 (一 汐 


所 联 鱼 的 常数 ,而 {w, 2) 就 是 所 谓 包 关於 z 的 什 无 锁 次 (Schwarz) 
说 数 (或 什 和 无 鲜 奖 式 ) ,是 由 等 式 


四 ”例如 ,可 将 并 Courant:“ 吉 何 本 数论 ”OHRITH，1934， 第 七 悍 。 
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(ao， 2) = 
3 20 雪 oop 


所 砍 定 的 。 温 样 , 篇 了 求 2 我 们 就 有 三 航 的 微分 方程 。 但 , 同 题 
的 解 可 以 化 篇 共 一 二 航 徽 分 方程 的 积分 。 印 方程 


(6) {w, 2} = 2I(z) 
的 每 一 解 是 微分 方程 
(7) 和 +IQ=0 


的 十 个 铬 性 无 天 的 特 积分 之 比 。 : 

二 角形 的 情形 是 无 足 轻 重 的 。 事 实 上 ,在 划一 情形 中 , 这 雨 顶 
点 让 有 一 个 被 在 有 限 距 允 内 的 点 才 示 , 屁 可 以 取 需 点 z*=0。 浊 样 ， 
就 有 
1 一 3 4 


2 2 
人 条件 (4 ) 化 成 等 式 4=0, 而 人 条件 (5 ) ,容易 看 出 ,自然 地 满足 。 我 
个 的 方程 46) 将 具有 以 下 形状 : 

《20， 2)} 7 
而 方程 (7 ) 则 可 短篇 形 式 : 


ad*02 
dz” 


得 一 方程 的 通 积分 是 
4 一 Cs Do 3 
导 棕 ,所 要 求 的 共 形 高 像 的 画 数 将 篇 


27 (2) = 二 


1 
4 


全 


以 下 的 以 及 湖人 礁 我 们 最 有 意 鸡 的 生 形 移 是 具有 三 个 项 点 的 多 
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角形 。 热 限 放 点 是 其 中 之 一 的 像 。 如 取 z=0, z=1 篇 另外 十 个 大 
点 的 像 , 央 我 们 将 有 
B ,1 11-6 ,1 1 一 3 


2 -1+ + 


同时 ,人 条 件 (4) 及 (5 ) 具 有 以 下 的 形式 : 
A+B=0, 


4.0+ BTr 豆 人 - 沟 - 于 人- 鸣 - 坪 G- 淘 。 


寺 样 ， —A= = B=3(60 +62—03—1), 
我 们 得 出 方程 
d20 1f—67 ，1-3 63+62—62--1 
dr -+0 2 TA ga 
0 二 0 一 3 一 1 =0 / 
4(z—~—1) ° 
个 没 
1 一 (一 0 
( 8) jee-b), 
03= (4a—0)’。 
此 外 ,依照 下 公式 用 西数 y 代替 2: 
Q= (2 一 1) CT C+ 1 ,yy 
对 时 汉人 认 y 得 出 方程 


2( 寺 一 2)9 十 上 一 (arb Daly 一 002 一 0)。 
和 是 一 个 微分 方程 ,区 被 具有 参数 a、5、c 的 起 克 何 画 数 所 满足 。 
前 渴 我 们 已 看 到 


其 中 和 A 二。 同 棕 
K'=Y 也 (3 1 1. 1~ 和 )。 


2，2， 
故 五 是 以 下 方程 的 特 稿 分 
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(9) A1—Ny'— 2D)y -y=0 

而 另 一 特 积分 是"。 了 节 就 是 计 , 画 数 

oR BE 

人 

将 岂 乎 面 上 的 某 三 角形 寅 像 需 》 下面 的 上 生 玉 面 。 所 说 的 三 角形 
的 角 全 等 谎 雳 ， 温 一 点 容易 由 公式 (8 ) 推 出 。 公式 (10) 可 表示 如 
下 型 : 


(10) 三 


-0 


花 取 a=1、38=1、8=0、7y=0、 则 我 们 不 将 求 出 * 平面 上 的 三 角 
形 的 顶点 在 rz 一 0、r= 1、r=co 处。 我 们 求 得 $ 22 内 所 研究 过 的 
领域 D 的 右 光一 个 。 

本 季 的 最 后 ,我 们 提出 请 注意 ,与 ( 9 ) 等 价 的 微分 方程 是 勒 让 
得 已 经 求 出 来 的 ， 就 是 勤 读 得 便 证 明 ， 正 、 匹 ' 满足 认 方 程 


受 Ger 强 )- 


而 划一 方程 与 ( 9 ) 等 价 。 乱 了 求 出 完全 椭圆 积分 所 满足 的 微分 广 
程 , 者 些 积分 预先 展 坊 需 级 数 是 毫 无 必要 的 。 最 简单 的 方法 是 利 
用 多 套数 的 微分 。 


由 到 式 (3) 得 
ab --| hsint yy EK 
cj ovV1—bh?sin?t k ° 
: , 
其 次 有 一 | hsint 
(1—p?sin?t)? 
下 1 .2.2 
各 囊 命 本 一 一 工 一 这 Sin” g。 
int=_ C059 oosf 一 kb' sing 
出 | VI 一 和 sin2p C0 M1—hsing | 
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简章 的 计算 以 熏 , 我 们 得 


pK epgdp Bk 
apk 0 hvV1— pb?sin?o bo “ 


由 关 傈 式 -< 


内 省 去 下 。 汪 就 得 出 等 式 


人 (8 0 )= pK, 


请 作答 彝 答 ,用 类 似 的 方法 福 验 , 召 及 本 一 K' 是 方程 


b(t =0 


的 解 。 所 得 的 全 积分 尖 肉 模 数 的 尾数 的 式 子 可 以 证 明 勤 该 得 关公 
式 
EK'+ER—KK'=T。 

事实 上 , 头 助 从 微分 , 我 们 相信 左 兆 是 常数 。 要 确定 道 个 常数 ,说 
求 左 渴 营 1 一 0 肝 的 极限 就 移 了 。 

从 .以 给 定 的 模 数 计算 关 设 量 及 =e*wtr 是 已 知 的 , 划 可 构 
造 收 钱 很 快 的 因 之 装 蕉 计算 就 很 方便 的 西 他 航 数 。 但 在 实践 方 
面 ,已 知 的 常常 不 是 量 导 而 是 模 数 8， 因而 党 计算 上 时 首先 发 生 求 量 
六 的 间 题 。 在 $ 48 内 我 们 已 知 到 , 关 雁 模 数 及 补助 模 数 的 第 
一 种 元 公司 图 积分 可 琢 篇 超 友 何 航 数 的 形状 。 原则 上 ,用 芝 些 灵 


数 可 求 得 及 、K'。 因 之 得 出 * 一 -及 ji。 但 过 些 级 数 汉 放 计算 


是 很 少 适 用 。 生 泵 斯 觅 拉 斯 在 假 瑟 
(1) IF 


一 
之 下 ;指出 了 梅 方 使 的 计算 方法 。 其 


1 十 
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_1—Vh 
《2 ) 了 了 > 十 /入 
是 依 顿 放 v 的 ,我们 将 烃 常 地 靓 作 M8' 的 实数 部 份 是 正 的 。 在 
实际 方面 最 重要 的 情形 是 0<8 <1。 在 短 一 情形 中 , 也 将 有 0< 
<k'<<1, 且 人 条件 (1 ) 将 必定 满足 。 先 取 公 式 


1 一 VCO]T) 
23C0|7T) 
我 们 遇 到 宪 让 不 政 一 次 了 。 根 据 过 一 公式 有 
77 do(017) 
Ms ds(0|7) 
日 /lV _ $0|7)~H(0|7) 
| 1+vVh 90i7)+H0 rT) ° 
回想 起 B00|7) =1 二 2h 十 2 十 2 十 …， 
80C0|7) =1—2h+2h— oR + 
2 十 229 二 25 十 … 
得 出 天保 式 。 I= 了 于。 
它 可 写成 以 下 的 形式 : 
4_ 82(0|47) 
(3) (0|4T) ° 
道 一 方程 菩 在 符号 上 与 方程 
812 一 92(0|7) 
83(0|7) 


不 同 。 但 在 $29 内 我 们 已 见 到 ,由 最 和 后 方程 , 量 h=e"'" 是 在 窗 柳 
数 和 = 好 下面 内 ( 坦 一 平面 由 点 和 = 治 实 数 轴 到 可 = 5 作 避 斯) 
是 亿 的 正 旭 本 数 。 
使 用 但 一 千 果 到 我 们 的 方程 ( 3 )， 得 出 车 花 : 量 凡 =e4 在 
图 | 1 站 天 三 内 是 六 的 正则 函数 。 故 下 瀑 的 攻 开 式 成 立 : 
及 一 .4 十 4 十 4312 十 … 
或 h=0O1+ Os 0 + 
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不 兼 计算 渤 一 极 数 的 前 人 龙 戎 的 傈 数 。 糙 果 具 以 下 的 形式 : 
1 1 与 1 0 1 1 4 
p= 二 1+2(31) +15(31) +150(51) 十 
把 但 一 似 散 应 用 到 实际 是 很 方便 的 , 因 篇 通常 瑟 取 最 急 的 十 项 就 
鸯 了 。 


移 ， 算 术 - 业 何平 均值 ”已 知 霜 个 正 数 4 及, 且 合 >0。 


恨 慑 
qe b1= Vab, 
as， b»= Y Cip1 9 
则 由 垢 4K 和 与 2 作出 雨 个 数列 


01; G29 03 和 bi, 02, 0 
其 中 的 根 号 经 常 取 算术 值 。 人 容易 惑 明 , 蔽 n->co 用, 量 c、b 趋 认 
共同 的 极限 。 得 个 极限 叫 作 数 a、5 的 算术 - 玖 何平 均值 , 座 用 符 
号 /zc，2) 琢 示 。 丙 斯 首先 研究 了 它 。 


答 了 媳 肯 ,我 们 注意 , 玉 下 的 不 等 式 磋 并 ; 
(1) : on> br, 
(2) Qnri<Any Onri> Ono 
由 (2) 及 (1 ) 下 列 二 极限 值 存在 : 

op- 

且 ap>p。 
由 株 限 a、B 的 存在 推出 
或 、 a=bB, z 


现在 来 求 量 4(a, 8)。 篇 此 目的 , 取 宪 示 高 斯 变换 的 基本 关 保 
式 : z 
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gvVE C++ 及 sn (于 6) 
(3) sn(u; ip en 路 


假 虎 sn 2 E) =SIN9, 


pp 
M 天- T Sin ;7 
〔( 工 二 用) 

人 -| Qt 

+h Jovi—bent ’ 
可 窟 出 

at Qt 

(4) 于 丰 -| a, 


1 si t 


其 中 2 及 由 是 以 下 由 (3 ) 所 推出 的 天保 式 连 千 的 : 
(1-+h)sinvy 
lpsiny ° 


研究 当 由 = 亏 时 ,因此 p= 喜 上 时 的 特殊 情形 。 等 式 (4 ) 取 以 
下 的 形式 : : 


SIN9 = 


(5) 21 「 dt 「 dt 
TF%), V1 hin a Jo Visine 
(1+h)? 

_ Qn— On 

命 k= C 十 已 ? 
Ob* 4k bs 
| Wn 一 “n+1 一 1 nn 
则 Qnrl 1 Qnt1’ 《〈I 十 1 On 


而 (5 ) 可 高 成 以 下 的 形状 ; 


洱 
at -| dt 
0 /aacos2t 十 52Sin2t ja2 cos t+ 0 sin2t° 
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我 们 将 小 到 , 量 
| at 
0 MVa?cos:t-t b?2sin?t 
与 %% 无 天 ,过 就 意味 着 , 当 n>oo 时 它 等 认 自 己 的 极限 。 因 此 ，: 
「 at 1 「 at 
0 Ma?cosst+b2sin?t Ma,b) Jo Veosst+sin2t’ 


2| at 
0 Va? cos? t+ bigin2t 
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和 和.， 和 皇 形 在 半 平 面 上 的 共 形 高 像 ”在 % 平面 上 假定 用 点 
2 一 C， C 二 pb， 一 CC 十 D7， 一 C 

作 顶 点 的 矩形 篇 已 知 , 其 中 ac, 2 是 某 二 个 正 数 。 现 今 要 将 各 一 年 
形 共 形 窟 像 在 z 平面 的 上 守 下 面 。 由 揽 弧 国 数论 知道 ,所 求 的 窟 
像 函 数 ( 帘 雹 有限 的 点 ) ,让 到 境 男 都 如 楼。 

大 我 们 用 c1 (i 二 1, 2, 3, 4) 去 示 作 起 抵 形 顶 点 之 像 的 实数 加 
上 的 四 点 , 胚 由 什 无 鲜 次 - 克 雷 斯 陶 非 山 (Schwarz-Crystoffel) 著 名 
的 公式 ,所 求 的 起 像 夯 数 可 写成 以 下 的 形状 : 


dx 
Cu 十 CO -| (ve) WC) v0) Wc) ° 


如 果 已 知 矩 形 的 三 个 境界 点 的 
像 , 旭 根 据 一 般 定理 就 可 以 完全 定 'C 


出 高 像 的 画 数 。 我 们 将 了 要求 点 
vw 二 一 a、0、a (图 12) 与 点 z= 一 1、 i 
“0, 荆 相 营 。 用 这些 要 求 可 确定 常数 wa / La 
中 的 三 个。 我 们 就 得 出 区 12， 

C=0, cs=—1,， cs=1。 
寺 样 ,有 


of 
(1) Ou | TT 


由 黎 曼 ~ 什 无 锁 次 Riemann-Schwarz) 原理 ， 意 像 的 函数 可 
解析 开拓 烃 过 z 寿 面 宰 轴 上 的 粮 段 [一 1, 妃 。 我 们 将 得 出 与 已 知 
息 形 因 基 三 轴 玉 稳 的 短 形 ( 守 轴 下 面 的 短 形 ) 且 我 们 的 醒 数 生 它 汽 

(7) 
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像 在 下 和 全 和 下面 。 
故 一 方面 , 设 我 们 在 公式 (1) 内 用 一 4 代 双 一 2 代 2 如 所 得 
Te 像 。 但 设 


-0 -| V1 (wc) Cw— es) Tj " 


期 
cl 
D0) ee 
对 太 通 常 三 个 相当 的 境界 点 , 由 大 写 像 的 夯 数 基 唯 一 的 , 画 数 
(1 ) 必 须 与 (2 ) 全 等 ,由 此 推出 
(一 0 一 Ca 一 (十 CD) 十 Ca)， 
坦 便 脆 朋 ,C2= — C010 
各 样 就 有 (一 cz 一 Co) 一 0 一， 


如 用 元 代 cn 其 中 可 肯 往 是 正 数 且 小 於 贡 草 窟 像 的 面 数 具 以 


下 的 形状 : / 
dy 


1 

(3) TT 中 MV (LE 一 2Z2 (1~— bw?) ° 
现今 共 有 二 侦 姿 数 C E 们 j ,我 们 有 以 下 的 方程 : 
(4) i J Ch) 

| iE dy 
人 WD| 1 
用 第 一 式 除 第 二 式 , 得 到 求 的 方程 : 
(4) i 

ovV ORD 


大 上 已 确定 , 姑 由 (4)[ 或 由 (4")] 可 求 得 0 。 
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more- -ngacn oa 一 一 


我 们 将 从 事 认 方程 (4 ) 的 研究 。 篇 此 有 目的, 改 半 积分 
do 

| 1 MV (Tm— D(A—bw)’ 
从 : | 
(5) | 
目 注意 到 党 工 >v>1 时 0<y<1。 

由 《8 ) 得 

bdy __ kdz 
Vi—hap ~vV1i-pwi" 
但 因 除 此 以 外 逮 有 
1 《25 一 工 一 NI 一色 ， 


故 人 二- | dy 
,VTA "JV A Gp 


7 
(4bb) 也 | VD ) » 


"| 
ov (1—»)(1— hw?) 
在 右 四 我 们 有 滋 於 模 散 bb 的 第 一 种 完全 椭 图 积分 K'\K 的 比 。 
党 上 由 0 二 大 1 时 ,容易 看 出 , 右 加 单调 地 由 co 多 到 0 。 由 此 可 
昂 , 对 於 比 一 2 的 任意 值 ,在 区 间 (0， 1) 内 有 温 样 的 £ 存在 , 它 满 足 
於 方 程 (4 )。 帘 像 面 数 是 : 
bis a 

83) w= 是 | ~V(1—2) (1—pbw) ° 

址 个 结果 逮 可 能 由 夯 数 - 

: (二 1 

研究 它 的 实数 值 而 得 出 。 我 们 就 来 说 明 它 。 

命 点 v 帕 w=0 不 出 发 治 我 们 短 形 境界 上 的 正方 向 移动 。 与 
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汝 一 位 吐 对 应 是 z=0。 营 刀 由 值 0 增 大 到 值 c 时 , 量 : 将 由 z=0 
增 大 到 z=1 。 再 转 求 谈 我 们 年 形 的 4B 滤 。 在 让 一 滥 上 久 =a 十 
十 Ww, 其 中 » 由 0 多 化 到 5。 但 因 
TAN OnCOO Bh) ] 
sn(K Tow; ho) = dnf kh) dn(w; 8') 
故 在 兆 4B 上 有 / 


a 
其 中 o 由 0 变化 到 5, 潮 是 表明 > 由 1 增 大 到 -7 六 7 一下。 
转 来 看 看 BO, 在 该 娘 展 上 v= 芭 +u 且 % 由 4 变化 到 0。 因 
, 1 
z=sn(ik'+ LY. 中 = 和 
故 z 将 由 工 攀 化 到 co 


我 们 看 出 , 甜 形 境界 右 泪 的 一 牢 04BC 与 z 平面 上 右 滤 的 实 
轴 对 应 。 故 ,无 须 特 别 余 明 ,矩形 境界 左 注 的 一 个 将 与 左 滤 的 牛 实 
轴 针 应 。 

因 篇 画 数 


z=sn( 2 ; p) 
在 矩形 内 部 大正 刚 的 ， 且 因 演 个 短 形 的 境界 绩 入 实 籼 , 故 研究 的 
图 数 把 夭 形 篇 像 到 生 往 面 。 
过 个 不 依 融 於 椭 图 画 数 窒 而 得 到 筷 像 钞 数 《3”) 的 方法 是 很 
有 趣 的 。 因 篇 它 当 标 进 情形 (< 了 能 浇 出 基本 的 雅 各 片 构 圆 面 数 
日 显 示 其 最 主要 的 和 性质。 
篇 简单 起 见 命 “= 天， 因此 2= 天 。 我 们 有 画 数 


(6) u=f (2) = | 一 
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Ts -一 一 一 -一 一 一 - 


它 把 > 平面 的 上 上 舍 平 面 其 形 写 像 在 % 平面 的 短 形 如 内 《图 18 及 
14) 。 我 们 现今 将 依照 黎 归 - 什 马 责 欢 关 称 原理 解析 开拓 夯 数 v。 
首先 ,我 个 可 用 二 [2 7 7 7 


ee 让 
mn Bp 
得 ER YN 

2 — 


| 三， -1|， 它 相 党 


饼 垂 形 下 ”的 渡 工 V 。 A 天 A A' 
我 们 又 得 出 2 平面 的 -1 -I p 
上 个 平 面 ， 但 在 公平 加 i4. 


夯 上 则 得 出 矩形 R44 。 其 次 ,再 进行 开拓 烃 过 统 段 [一 1, 1] , 划 引 
法 到 矩形 BR_,, 莉 是 下 中 下 面 的 写 像 。 炎 续 过 样 作 去 , 将 得 出 接 溃 
不 类 的 新 的 矩形 , 它们 取 极 限 后 覆盖 全 v 平面 。 每 一 个 非 险 影 的 
矩形 是 * 下 面 上 牢 平 面 的 写 像 ,而 每 一 个 阴影 的 矩形 是 下 守 平 面 
的 窟 像 。 

因 * 平 面 内 的 短 形 没有 重 盟 部 份 , 故 每 一 值 v 六 应 一 个 完 寻 
确定 的 值 :， 印 > 是 的 单 值 画 数 。 过 个 画 数 的 解析 性 我 们 是 巴 
先 就 知道 的 。 画 数 *= 9y(o) 懂 有 的 极点 是 由 ;KR 十 2m 玉 -十 2in 玉 7， 
其 中 m,n 是 整数 。 

”站 些 点 是 一 条 极点 , 也 容易 根据 窟 像 面 数 的 性 痪 看 出 。 事实 
上 , 取 由 忆 及 也 诅 成 的 短 形 。 它 管 像 在 沿 搬 负 | 一 二 ,1 | 有 认 
口 的 全 平面 >。 无 限 训 点 是 z 在 面 上 的 划 个 所 域 的 内 点 。 它 的 基 
应 点 在 析 III 上 是 4=iK' 。 假 定 在 壮 一 点 , 面 数 z= g(u) 有 较 高 
级 的 极点 ,加 图 炎 点 =iK' 一 过 在 > 平面 上 夺 应 的 米 点 zx= oo 多 
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遇 , 壮 是 不 可 能 的 , 因 篇 共 形 福 像 是 一 半 一 的 。 

因此 我 们 的 断 营 已 证 明 。 

画 数 z=g(w) 的 过 期 性 很 简单 地 可 以 证 明 。 事实 上 , 在 甜 形 
BR 内 (图 15) 如 取 任 一 点 v2, 央求 出 关 雁 兆 工 伍 2 光 称 的 点 ww ， 其 
次 再 求 出 天 礁 兆 IV 与 光 称 的 点 2”"。 男 数 gC) 在 点 v'、v" 具 
， 有 相同 的 值 : 

g(V') = gv")o 

同时 容易 看 出 ,2' 一 v" 等 於 粮 段 工 的 长 的 雨 倍 , 邹 等 於 4K。 同 样 
可 袜 第 二 个 届 期 是 2K '。 


着 样 , 画 数 
z=sn(v; hb) 
的 基本 性 质证 实 了 串 个 画 数 序 上 限 , 作乱 积分 的 值 的 夯 数 。 我 们 
奢 出 ,在 标准 的 情形 中 (0 <%< 了 D 反 演 的 间 题 容易 解 出 来 。 
再 考察 道 个 曲面 , 画 数 
z=Sn(w%; b) 
不 论 把 一 个 矩 形 例 如 召 ， 也 不 走 把 相关 的 一 对 和 矩形， 而 是 把 揽 购 
数 忆 的 全 斑 面 宫 像 成 慎 个 面 。 

对 诬 我 们 族 内 的 每 一 个 矩形 和 与 咎 斑 面 对 应 :没有 险 影 的 与 上 
富平 面 对 谭 ,而 险 影 的 与 下 后 平面 对 应 。 因 和 锛 有 无 穷 多 个 矩形 , 故 
我 们 淮 备 无 罕 多 个 中 平面 ( 除 影 的 及 非 队 影 的 ) , 而 且 把 它们 做 中 
得 使 非 除 影 的 和 险 影 的 沿 实数 轴 彼 此 联接 , 且 使 具有 相同 坐标 的 
平面 上 的 点 一 个 在 另 一 个 的 下 面 。 

想 要 得 出 完全 的 炎 平面, 我 们 必须 将 甜 形 沿 一 定 的 泪 纤 合 。 
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形 , 也 加 以 舱 合 。 站 果 我 们 在 ?不 1 
面 得 到 无 罕 多 业 的 面 ,时 做 黎 曼 面 ， 川 4  / 


它 古 久 下面 关於 画 其 


z=Sn(v; BF) 


的 窟 像 。 
要 研究 以 4K、2iK' 作 通 期 的 jy 

椭 图 画 散 ,只 使 用 被 研究 的 算 形 租 | 
内 的 四 个 RR、R-1、Ri!、R1 (图 16 
及 17) 就 钢 了 。 一 滋 答 形 R、R-! 相 16. 

当 帮 一 对 用 同样 字母 裘 示 的 牢 平 面 。 沿 工 炽 合 和 矩形 R、R-!, 我 们 
亦 需 沿 区 间 [ 一 1, 妃 颖 合 
指出 的 件 寿 面 。 因 之 , 得 
出 治 御 轴 (一 co 一 了， 
(1, ce) 作 切断 的 平面 。 治 
I 适合 Bi 及 Rr!, 得 出 治 
守 轴 (一 co 一 1), (1, cc) 

加 17. 作 切 斯 的 第 二 个 桔 面 。 

全 治 开 再 治 IV 线 合 二 重 的 答 形 。 同 样 笠 合 玲 面 。 同 时 将 对 


应 上 菜 焉 面 切 电 (1, 工 ) 的 上 上 央 与 下药 在 面 对 应 的 下 岸 乱 合 。 

对 共 切 断 (一 二 ,~1) 也 同样 地 说 楼 。 灶 果 得 出 二 药 的 黎 最 
区 治 乏 段 (一 二， 一 人 及 (1, 到) 有 一 休 改 换 粮 , 且 沿 (一 oo; 
并 及 (天 ，co) 篇 切断 。 


稀 合 矩形 化 , 得 出 一 段 痢 柱 面 (图 18) 。 在 * 在 面 内 南 悦 矩形 
的 兆 JU 上 的 相对 的 点 ， 男 数 > 一 go) 取 相 同 的 值 。、 故 着 些 滤 必 
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须 缀 合 。 转 到 柱 面 ,我 们 应 党 把 旋 交 形 且 艇 全 
它 的 境 务 。 我 们 得 到 一 环形 (图 19)。 
把 黎 受 面 的 各 某 也 应 营 相 营地 料 合 , 遭 于 
必须 将 一 个 平面 的 年 茶 颖 合 。 
结果 我 们 将 得 到 如 图 20 所 裘 示 的 南华 歼 
曼 面 。 过 一 面 已 经 没有 切断 。 攻 有 四 个 分 歧 点 
与 直人 个 改换 狗 。 


图 ”19. 

站 样 ,我 们 有 三 种 像 : 刚才 所 构造 的 两 革 黎 曼 面 ,由 四 个 矩形 
RR、R1、R~!、Ri* 所 成 的 
和 矩形 ,而 得 和 矩 形 对 滤 的 对 
应 点 应 当 同 柑 看 待 , 最 秘 
一 个 篇 环形 。 

短 形 篱 像 在 黎 曼 面 上 
需 共 形 的 ,但 环形 则 拓 搂 图 20. 

地 等 价 基 矩形。 故 三 种 像 完 全 拓 抽 地 等 价 @。 

但 是 不 妨 说 明 , 环 形 在 答 形 的 窟 像 , 如 上 渡 所 作 把 矩形 每 曲 总 

烽 合 其 对 移 , 不 突 彼 此 是 单 值 的 及 如 炉 的 , 芷 且 渤 是 共 形 的 。 


@。 黎 受 面 可 以 跟 乱 出 灰 一 曼 (Neaumanz) 球 酸 成 以 符 代 -于 的 不 面 。 ， 
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命 ,环形 是 在 02 平面 上 的 贺 绕 z 轴 旋 畦 而 成 者 ， 且 命 图 具 
有 方程 


(X—R) +L =po 
想 要 条 定 环形 上 点 的 位 置 , 可 利用 十 个 角 
a, 0 (0 和 aa 委 27r, 0 过 0 委 2r) ， 
它们 的 意义 容易 由 图 21 以 及 我 们 所 导出 的 用 避 些 角 所 发出 的 
环形 上 点 的 币 卡 页 坐 标的 式 子 看 出 
来 : 
X=(R—p 0c05a)cos oy, 
Y=(R—pceosa)sin y, 


0 一 Smao。 ~、 
我 们 得 弧 的 元 过 ， 四 3 
ds=~M dirtdri 4dagi=V(R-p cosa)’ dp2 十 p2 da? 。 
吉 一 式 可 化 篇 下 列 形式 
ds=(R—pceosa)V de dy, 
其 中 
(7) 6=9, dr 


当 9 及 a 由 0 楼 化 到 2r 时 , 在 炙 数 &， 7 的 平面 内 点 (&, 功 
的 攀 化 领域 需 短 形 , 它 的 尖 是 :四 上 的 糠 人 [0, 2w], 及 才 轴 上 的 


缚 段 [0, 虽 ， 其 中 


2 而 
:=| pada 
0 RR—peosa 


判 套 答 形 的 对 潍 我 们 将 依照 以 上 的 规定 。 

藉 助 亦 公 式 (7 ), 它 在 环形 上 的 窟 像 不 窗 互 篇 单 值 及 连 炽 , 且 
篇 共 形 的 , 因 篇 在 强 微 分 的 式 子 中 de” 及 dr 的 傈 数 是 相同 的 。 

每 雨 个 对 滤 都 可 看 成 同 赚 的 那个 托 形 就 是 遇 期 答 形 。 构 贺 夯 
数 类 属於 它 。 浊 一 类 的 每 一 画 数 在 环形 上 可 以 坑 作 单 值 解析 画 巩 


hie bi i ee : : :| 
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(一 共生 有 有 限 个 极点 作 篇 仅 有 的 奇 黑 点 )。 着 一 画 数 类 〈 在 和 矩形 
内 与 环形 上 ) 相 党 从 在 二 从 黎 曼 面 上 的 单 值 解析 责 数 类 , 邵 
2 及 ~V (1—2) (1—b22) 

的 所 有 有 理 画 数 。 

坦 些 事实 不 牙 对 棋 圆 夯 数 及 横 圆 积分 的 研究 , 即 针 代数 画 数 
W(2) 的 研究 亦 属 重要 。w(z) 由 方程 
(8) w =f (2) 
众 定 ,其 中 f(z) 是 没有 重 根 的 四 次 多 项 式 。 就 本 实 上 襄 , 我 们 的 
化 受 面 之 能 在 是 形 上 共 形 总 像 是 由 其 关 傈 式 48 ) 可 以 暮 助 礁 椭 图 
男 数 使 其 单一 化 。 我 们 提醒 ,两 侦 量 z 及 汉 之 间 的 关 傈 的 单一 化 
就 是 用 某 一 个 套数 的 戎 单 值 解析 夯 数 玫 示 簿 两 个 量 的 意思 。 

者 取 任 意 的 不 可 狗 的 代数 方程 

F(z, w)=0 

以 殖 代 方程 (8 )，, 或 甚至 攻取 形 如 (8 ) 的 方程 而 f(z) 非 四 次 而 篇 
较 高 次 的 , 基 没 有 特殊 困 风 地 可 以 作 多 华 的 黎 曼 面 ,在 诸 面 上 一 切 
具 ERG, w) 型 的 画 数 将 篇 单 值 的 。 也 可 以 在 着 种 曲面 上 研究 积分 


|ac， WwW) dz, 


咀 个 积分 是 梯 图 积分 的 推广 。 但 邻 熏 的 构造 ,一 般 这 来 ,不 像 在 研 
完 “ 椭 图 的 ”情形 温 样 的 简单 。 巍 然 能 单一 化 ,但 厌 助 的 非 梢 图画 
数 而 是 保 型 (automorphic) 画 数 。 温 些 问 题 我 们 不 能 在 本 书 内 计 
识 。 
4/! ， 钢 连通 多 角形 领域 在 圆 刺 上 的 共 形 敲 像素 所 沁 知 , 任 
意 单 连通 镍 域 ( 它 的 境界 至 少 有 十 个 点 ) 可 以 互相 共 形 福 像 。 和 这 
通 领 域 就 不 同 了 。 例 如 , 取 二 个 剖 刺 
gq; ni |z| 7 (72>71>0), 
G: R<IlZ|<R,。 (Rs> Ri>0),。 
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能 将 环 9 在 环 G 的 共 形 篇 像 的 单 值 画 数 是 分 式 稳 形 而 数 , 但 在 彻 
等 解析 学 内 已 指出 ,得 个 分 式 穆 形 画 数 必 具有 以 下 的 形状 : 
Z=.Ax z 
Pp 
或 2 = 过。 


其 中 4 及 也 是 常数 。 在 第 一 情形 中 ,我 们 将 有 
一 |4|j7a， Ri= [da 


hi __ ri 
故 FR, Ye。 
在 第 二 种 情形 中 
,1LBI， 尺 -131， 
71 7 3 
hs _ 
故 仍 有 R, Ia 


我 们 看 出 ,在 下 列 情 形 ,也 只 有 在 下 列 情 形 一 个 环 共 形 写 像 需 另 一 
贺 环 : 两 个 辕 带 的 每 一 个 圆 环 的 境界 的 富 径 的 比 相同 。 任意 的 仙 
违 通 领域 在 任意 圆 环 内 的 共 形 写 像 将 更 属 不 可 能 。 但 可 以 性 明 ， 
对 欠 每 一 双 巡 通 领 域 有 另外 的 圆 环 存在 ,使 训 饭 域 在 圆 环 内 乱 共 
形 窟 像 。 转 蛋 卉 界 的 个 径 的 比 是 套数 。 在 那 种 意义 下 , 研究 妹 通 
领域 的 特 徽 , 详 是 对 欠 坦 一 雁 数 具有 同一 的 数值 时 , 然 钙 链 溃 通 饥 
域 才 彼此 的 共 形 窟 像 。 
我 们 将 研究 境界 是 多 角形 的 双 连 通 价 域 , 论 求 出 将 鞍 秆 颌 域 
共 形 祝 像 篇 加 环 舍 域内 窒 像 的 画 数 的 形状 。 我 们 要 想 求 『 的 公式 
是 什 无 硒 次 - 克 雷 司 陶 非 页 一 般 公 式 的 特殊 情形 ,是 借助 长 实施 音 
@ 参天 阿 希 泽 独 汪 空 扼 动 力学 的 研究 《〈 骗 死 曾 科学 院 牺 理 数 学 询 善 作 , 局 死 曾 
交 , 第 VII 泡 第 2 册 1928, 第 193 一 246 真 ,尤其 是 第 223 一 231 页 )。 
在 1937 年 列 密 格 勒 大 学 发 行 的 数学 及 力学 研究 的 广 文 集中 之 一 , “日 连通 和 多 连 


遂 颌 域 的 共 形 寅 像 ”, 高 党 滔 《ToIyann) 从 新 研究 问题 的 解 , 显然 他 不 知道 以 前 的 解 。 
着 便 注 意 , 高 重活 措 出 的 一 个 公 趟 是 不 正确 的 [第 92 页 的 公式 (8 )j]。 
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Cr | 


连通 多 角形 领域 在 图 内 的 共 形 篇 像 。 从 实用 的 观点 看 , 什 无 泵 奖 - 
克 雷 司 陶 非 锻 公 式 最 大 的 缺点 是 讼 以 决定 公式 豪 渴 的 常数 。 过 个 
缺点 自然 损害 我 们 普 逼 的 什 丈 泵 次 - 克 雷 司 陶 非 泵 公式 , 且 在 温 圳 
颌 域 的 套数 还 增加 未 知 常 数 的 个 数 ,部 圆 环境 界 的 守 径 的 比 。 

详 和 地 研究 以 下 情形 , 涩 无 限 过 点 是 我 们 的 多 角形 颌 域 8 的 
内 点 睹 , 它 是 在 槛 多 数 > 在 面 上 。 换 名 话说, 8 是 二 个 用 4 和 4 
表示 的 多 角形 以 外 的 人 毛 域 。 

命 TA TO 人 Cn 表明 多 和 角形 僻 域 4 及 4: 的 顶点 的 内 
角 。 命 1 及 有 篇 ww 平面 上 图 开 G 的 境界 Co 及 01 的 全 径 ,其 中 参 
数 及 篇 小 礁 1 的 正 数 , 且 是 未 知 的 ,但 必须 把 它 求 出 。 

最 后 命 cl, as，…， a， 表明 多 角形 顶点 在 圆周 Co 及 01 上 的 
像 。 

其 次 , 命 扬 域 8 的 无 限 这 点 相当 欠 w=c, 它 是 在 正 的 秆 实 二 
上 ,使 

h<ce<1, 

容易 和 看 出 , 莹 样 的 假 裔 是 可 以 的 而 且 不 是 本 质 的 。 所 求 的 画 数 
zz(w) 在 点 w=。 不 具有 一 籽 极 点 ,但 在 撤 域 G 其 余 的 点 姑息 正 
则 的 , 且 一 看 到 其 境界 需 速 团 。 故 可 应 用 歼 曼 - 什 无 泵 次 对 称 原 
理 , 将 画 数 zx(w) 上 开拓 到 图 环 G 的 限界 外 。 首 先 , 我 个 可 作出 在 > 
丕 面 内 关 礁 任意 多 角形 4 的 小 的 独 像 , 且 在 w 在 面 内 关 帮 图 周 
Co 的 镜像 。 得 样 画 数 zx(w) 将 开拓 在 图 环 G_: 内 , 它 的 境界 是 图 
Oo 及 图 O01: 


wl = 
在 图 束 G_; 内 ， 夯 数 := z(w) 具有 一 般 极点 
村 二 一 0 


六 诬 其 除 的 镜像 ， 我们 将 得 出 辕 环 1, G-:， Gs，…。 * 平面 上 加 
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重 偶 数 次 的 镜像 ,容易 看 出 来 ,等 价 於 z 平面 上 的 杂 一 个 丕 移 及 从 
一 个 旋转 。 在 wv 平面 上 相当 的 高 像 由 下 公式 粉 出 : 
wi = 0 。 
因 篇 z 下 面 上 在 移 及 旋转 可 用 下 公式 及 示 : 
21 二 Q2 十 0， 
其 中 a 及 5 是 常数 , 故 和 欲求 的 画 数 2 一 2() 必须 满足 以 下 的 关 傈 : 
2Kj2xa0) 一 QZ2(20) 十 D。 


由 此 得 
人 2 (hav ) aC 2 (Ww), 
| d2 a 
及 0) 0) 


ad 又 下 以 
人 zh2row) i 2(20 1) 


过 一 等 式 可 乱 威 以 下 的 形状 : 


而 且 我 们 可 看 出 ,图 数 


D0) we 
满足 从 天 傈 式 
SREw) B00) (k=0, +t1, +2,.'')。 
党 = 二 1 上 肝 把 它 闹 成 : 


(1) Eh) = (w), 

取 任 意 的 正 数 o, 且 确 定 一 厚 虚数 w', 使 
一 om 

合 Dw) =p( SInw), 


过 时 由 (1 ) 我 们 求 得 ,而 数 p(w) 满足 认 关 剑 式 
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VV 十 20 ) 一 VC 。 
现今 检查 一 下 , 党 点 w 沿 在 图 更 4 (Go=G) 中 的 一 个 喜 滤 
且 包 含 点 w=0 的 并 境界 绕 一 过 时 ，G(o) 不 改 移 。 因 篱 对 礁 省 一 - 
旋转 w 的 角 增 大 2r, 也 就 是 说 量 


C0 
w=— 1n 2 
他 4 


多 化 2w, 故 必 有 每 式 
(2) PWT+20)=9(U). 

我 们 看 出 , 9(w) 是 用 2%、2o% 作 表 期 的 色 明 期 责 数 , 想 要 作 
出 如 一 图 数 , 必须 研究 于 一 画 数 在 某 一 过 期 甜 形 内 的 奇 轩 点 。 温 
就 外 千 到 研究 夯 数 8(w) 在 东 圆 环 内 的 奇 黑 点 。 取 境 界 是 圆周 
CC-i、Ci 的 环 作 息 竹 个 环 。 但 最 好 取 由 园 周 

lwl=sh1, |w|=gh, 

作 境 界 的 环形 Q, 其 中 s 小 芯 二 但 与 它 相差 很 小 。 在 遭 榜 的 环形 
的 境界 上 , 夯 数 5(o) 是 正如 的 ,环形 的 内 部 仅 有 的 极点 是 


WW C)， 6 (k=1,2,.., n)o 


同 肝 容易 看 出 , 汰 众 旭 些 踏 ,下 滥 的 展开 式 成 立 : 
2 二 常数 十 (Ww 一 Qa) 第 (Ww 一 a2)， 


LPw-e) (L¥0), 


W—C 
LL! 
cw—1 
其 中 第 是 枚 角 数 的 善 通 记 号 。 画 数 8(w) 的 相当 的 展开 式 具 有 以 
下 的 形状 : 


2 = 一 


2 二 


十 菠 (w 一 C) (DL'#0), 


POw) = 1 二， 


E 


2 
DW)=— 十 ……， 


” 
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2 
PW = 0-T 


藉 助 从 通 些 公式 ,我 们 效 求 出 ,对 从 窜 考 察 的 点 ， 
pO) = 人 一 付 一 一 十 .…， 
vw———ln Uk 
Th 


十 


PV) 一 一 一 六 ’ 
TW Ine 
2 
PW = — o 
TY ui In e 
74 


十 榜 , 9Q2) 蔽 具有 极点 且 篱 一 级 的 。 留 数 之 和 等 从 雪 ， 因 篇 
由 答 形 外 角 之 和 的 定理 有 


持 


之 (ax—1) 一 人。 


二 1 


由 此 可 见 , p(w) 是 李 图 画 数 , 且 根 据 § 14 的 一 般 定 理 有 
9 的 = 全 总 (uDt(v- 各 Inax)- 
-2 ( -ln co) 一 (w+ 名 I c) +L, 
其 中 L 是 某 一 个 常数 。 稿 分 再 去 掉 杀 数 ， 得 


In w—l1n a, \1%-1 
和 | 大 (一 一 
(3) ede er 


2752 2r7 
其 中 岂 及 入 也 是 某 雨 个 常数 。 | 
令 命 点 w 米 包 含 w=0 点 且 在 某 一 圈 环 Gx 内 的 于 境界 旋转 
一 过 。 左 渴 不 几 , 但 右 滤 出 现 因子 


€ 


由 此 可 网 ,入 必须 是 整数 。 


oxiX -DD-4 |] XiA 
CG € 癌 


5 i 
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Lee 


假 届 我 们 使 针 坡 彤 连续 变形 , 则 量 以 及 醒 数 zw) 都 回炉 改 
变 ， 故 和 也 将 过 秆 改 释 。 但 因 和 是 整数 , 故 和 必须 保持 不 释 。 和 欲 
求 和, 考察 毛 域 9 的 得 种 几 形 , 经 过 过 种 沟 形 后 对 於 多 角形 41 不 
收 绝 尼 的 角 但 类 小 到 一 点 ， 演 样 取 标 限 ， 我 们 就 得 到 多 角形 46 的 
外 部 等 坟 在 贺 内 的 寓 像 ;套数 郊 取 标 限 , 容易 看 出 ,将 等 基 霉 。 假 
设 多 角形 4 的 顶点 是 领域 5 的 最 初 的 m 个 顶点, 有 对 大写 像 极 
限 庆 慌 的 函数 ， 


(8) 40) pl oi) 
同时 ,而 数 (3 ) 取 极限 鬼 和 


上 ou 一] ic 
(3 ) mn 下 (WwW— ax) ' ,fT\2? 
(wo 一 cx( wo 一 一 ) 


其 中 参数 /axky 6 可 取 和 与 (3) 内 不 相册 的 值 。 但 可 认 和 篇 (3) 及 
(3 ) 内 的 参数 相同 。 因 篇 


> (@%j—1) =2, 
- 故 比 较 (3) 及 (3") 可 断定 入 +2=0， 印 公式 (3 ) 必须 具 以 下 的 形 


状 : 
ww (0 ey 
由 此 


- In 一 jn Or Rx—1 
z II B_ |(- 一 一 一 -一 < 


pr 
这 磋 注 意 ,待定 的 央 数 间 有 一 天 保存 在 。 想 可 得 到 它 , 记 住 当 
点 v 纱 点 w= e 旋转 一 过 时 z 不 改 柳 。 求 出 积分 号 下 画 数 在 点 
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人 


2 一 5 不 的 留 数 , 且 命 其 等 於 雳 ,我 们 将 得 出 欲求 的 关 作 式 


,inc 一 Ia ac: ,ne 
Sa _1) | 2zr? ) 全 人 
人 (也 < 一 中 he) 
’ Dry : '\ eo 
党 领域 是 有 限 的 时 ,可 以 完 人 类似 地 来 威 理 。 在 时- 一 情形 下 ， 
和 和 从 前 一 榜 命 max 裘 示 镍 域 的 内 角 , 我 们 求 出 下 列 的 闹 像 落 数 的 
公式 : | 


C12 十 C2 二 | I [8 人 2] ”2 


Dry 


48， 共 形 宣 像 的 例子 ”本 季 内 我 们 将 考察 多 角形 双 连 通 质 域 
共 形 窟 像 的 例子 。 在 最 切 雨 个 例 半 中 我 们 用 前 凶 所 壹 出 的 公式 ， 
中 然 在 第 一 例子 中 写 像 的 夯 数 不 用 一 般 理论 也 可 得 出 。 

例题 1 武将 两 个 同心 正 % 角形 所 图 成 的 领域 福 像 篇 图 环 ， 
时 两 个 多 角形 相 沼 硕 点 的 位 置 
在 过 中 心 的 同一 射 和 上。 

命 轩 环形 境界 的 千 径 乱 1 
及 hh (0<h<<1), 且 命 外 多 角形 
的 顶点 41 的 像 篇 点 1( 图 22)。 园 22. 

考察 到 夺 称 性 刚 有 , 顶点 4 及 B. 在 加 环形 价 域 办 相 党 的 点 


2(7r—1)me 


是 a=e * ,b=ha, (r=1,2,...,n)o 
今 济 出 者 雁 数 7( 工 >0) 合 
he ests 
因 多 角形 领域 的 内 角 各 等 礁 
/ mo 一 (1 一 二)z 一 一 在 顶点 4 


一 2r2 、 


友 TB = (1 十 二 )z- 一 一 在 顶点 b., 
故 应 用 一 般 公式 ,得 出 总 像 画 散 的 式 子 
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一 一 一 


0 9 (Dr) 


(1 -1=0 | 2 |W 
) 2 A Ge w, 
其 中 DCU) 一 Dol7)。 

但 . 
h(E )- 0 (Br no 一 本) 一 
(an 

故 
ln wv — ln ha ] pA 

ee 

ta | 0, ( Dr a ) 

,得 
一 常数 Em) 可 
利用 以 上 最 后 的 等 式 ， 我 们 可 使 高 像 的 函数 (人 1) 具有 以 下 的 

形状 ; | 

to 

1 
pe 和 汪汪 汪汪 时 汪汪 烤 . 坟 

| | : TE sn( A inu— 2 


__un2 
注意 到 sn(v-Fta)sn( wv —a) = 
可 以 高 出 


ph 2 
rg 
TI sn (4 一 -二 ) = 一 sn 开 一 一 一 一 天 2 一， 
一 sD? 一 一 Sm 人 


orkK 
多 
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但 因 
故 量 TI sn(v— = 一 已 
洛 篱 奇数 时 等 从 
1 sn20% 一 sn2 -一 
Tn "UO 1 42 sn2 27rK 1 
n 
而 且 党 和 篇 偶 数 蛙 等 论 
性 2 » 27K : 
Sn2 Vv-Cn2 v2 2 SN VT 
dn? vw | 站 一 12 on2 2 全 sn2 0 
根据 附 表 XXII 我 们 断定 ,在 道 种 情形 中 
EF ; _ kK! 
0=Nsn(K; I-A，D- 政 


其 中 万 是 常数 ,而 入 及 洲 可 籍 助 礁 玖 XXII 指出 的 公式 来 确定 。 
壮 样 ,篇 像 的 画 数 可 具有 以 下 的 形状 ;: 


其 中 
和 A=E"* TT snt (2 I kK; 让)， 
[91 gn’ (TK;h 
一 r=1 人 5 ， 
sn (PK; 8 ) 
而 C0 篇 某 一 和 常数， 


将 我 倍 得 到 的 苦果 和 与 将 * 平面 上 内 接 於 单位 图 的 正 ? 角形 祠 
像 篇 w 平面 上 的 单位 图 的 画 数 ,比较 是 有 签 契 的 。 吉 点 w=0， 
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) Eerie 


w==1, 多 到 当 应 的 点 z=0, z=1， 划 归 让 沪 像 面 数 将 有 


(2) “一 工 一 0 ya or 
注意 到 一人 in 
则 公式 (2 ) 可 改写 成 以 下 的 形状 : 

:i=0|" dy 


#1 必 
1 . onlnv 
27 


我 们 看 出 ,在 我 们 的 情形 , 夯 数 sn 成 在 通常 正弦 函数 在 壮 个 公式 


内 所 处 的 地 位 。 
例题 2.。 试 将 沿 着 十 个 相等 的 平行 粮 段 〈 一 个 恰好 在 他 一 个 
上 上 面 ) 切 断 的 平面 窟 像 需 围 
环 ( 轿 23) 。 
命 乏 段 414; 及 B1B; 之 
: 长 篇 28, 宅 们 并 於 % 轴 瀚 
图 “23， 称 , 且 和 与 0X 轴 的 距 稻 是 a; 
我 们 将 作 一 夯 数 ,将 沿 A414 及 B1B; 切断 的 下面 篇 像 到 环形 
(3) 夺 < |ul < 二 (0<h<1), 


由 大 汰 称 性 可 裔 :我 们 娘 段 的 问 点 41，4;，B;，B; 的 像 荐 点 


1 ， 
is ti, tg, { sp 
hn? h2 1 


(4) 1 
bl=h?e-it=hai, 


1 


同时 , z 下面 上 的 无 限 这 点 奥 点 吧 = 工 泽 应 。 
得 术 ，8 47 的 一 般 公式 葵 出 到 环形 

(3°) h< lwl<1 

的 高 像 , 故 预先 由 关公 式 
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w= 
改 构 它 ,过 个 天 公式 将 环形 (3%*) 炙 篇 环形 (3 )。 此 外 ,注意 到 ,我 
们 的 数据 (4 ), 剧 有 
Az+B'= 
Inu—Inan\, /nutlnan\, /Inv—Inhano /Invt ln he 
- 27r7 9:( 27r4 J):( pd jo: pr ) 
» /Inu \oo/ lnuyt+lInkh 
ee) 
X du, : 

其 中 MV) = h=e™, 
或 由 西 他 西数 和 的 授 推 公式 ， 
A'z+B'= 


x 
站 (于 中 (有 ) 
IN\2r7 "\9n1 


x- 吧 
若 再 利用 恒等式 
COOLACI ET (0 


(参半 改 入 XI) 则 得 
2 V 十 Jn ai 
1 27r2 


呈 )ox(o| 豆 ) 
可 ) 1 (2 人 -3 
六 ( 训 和 | 豆 ) 
(ore (oo 号) 

中 (| 去 ) 


过 是 用 1、 作 过 期 的 椭圆 画 数 。 容 易 看 出 , 它 的 部 份 分 式 展开 式 


2) 
(5) A'z+B'= 


考察 下 式 : 
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可 寓 成 以 下 的 形状 : 
vt (ye) FHC) 《人 
R= ze] + M0 tN 


其 中 L、 MM、 N 是 某 些 常数 。 过 一 经 式 的 左 小 是 1 的 偶 加 其 。 但 
因 


加 (9) 
tai(9 ) 


是 奇 男 数 , 同 蛙 右 泪 其 余 的 项 全 是 偶 画 数 , 故 到 =0。 因 而 


(6) Ne], 


想 要 求 出 常数 工 及 六 ,将 潮 一 层 等 式 的 两 兆 氮 忆 的 震 展 并: 
OE OL AOE OE OO 


(0) 32 了 ) 
: 81 (0) 
-1 + ++ 
~ (0) 
故 L= 2 ? 


本 OAXOTTOS 
No 


将 公式 (6) 同 用 礁 积 分 (5 ) 的 积分 号 下 的 式 子 。 我 们 得 到 下 瀑 的 
塌 像 画 数 : 

ljncilY7 

?| | | 

A'z+- B'= 2 ( 了 


1 
下 /2 过 汪 | 豆 ) 
El 
set 


因 篇 篇 像 的 画 数 在 环形 办 是 单 值 的 , 故 右 让 的 第 二 项 必 胆 锻 於 霖 。 
由 此 得 / 


52( 本 1 


py 


nu, 
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3) 
a( 豆 | 如 
一 站 (总 | 于 ) 综 ( 台 | 于 )=0。 


考 感 到 汰 称 性 显然 知道 ,点 z=0 柳 到 点 4= 一 1。 故 


ed u 
Az 二 BB 二 2 


07) 


,名 | 
A 
在 另 一 方面 ,点 ?= 二 ia 必须 舆 点 
wi 
相 党 。 故 
:fT :fT 
A(B+ia)=— le 7 2) i 人 2 
(二 - 共 | 起 ) 9( 亲 | 下 ) 
且 同 榜 可 求 得 
1;' {LT 
A( 54 让 -ai 中 各 到， 
人 妆 | 下 ) 
tx 
(81) Aa= 7, 
: {LIT 
C82) 48= %( 攻 到 
5o( 雪 | 豆 ) 


这 栎 , 家 像 的 夯 数 具 以 下 的 形 驮 ; 


169 
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业 且 向 可 和 总 出 雨 个 用 以 求 凡 及 7 的 方程 。 一 个 方程 由 (81) 及 (8s) 
得 出 , 且 上 共有 以 下 的 形状 : 


(9;) %( 拓 各 -7 
( 药 副 
第 二 个 方程 由 (7 ) 得 出 。 它 具有 下 湾 的 形状 ; 
{| 
(9,) &( 交 | 到 -4， 
2 区 | 下 


方程 (91) 及 (92) 可 化 需 比 较 便 伙计 算 的 其 他 有 形状。 我 们 引出 
结果 ,但 不 广 明 。 可 化 壕 如 下 : 命 


TiT 
2 


g=e 
1 D9 
= 2 + 
及 Mi rr 
其 欢 命 
1 at 
出 4 一 i 
友 
2 II 一 7 -di 
B= Lx|, I- -二 了 让 


坦 榜 可 以 葵 出 量 9, 朗 环 形 境界 之 一 的 全 径 。 由 所 挑选 的 9, 我 们 
可 以 从 表 的 玫 助 求 出 量 风 以 及 B 洲 a 的 比 。 过 就 可 以 建立 (例如 ， 


用 图 解 的 方法 )9 与 二 的 天 傈 。 有 了 过 天保 , 也 可 取 比 全 作乱 并 
始 的 岩 数 。 
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rr — le 


例题 8， 试 将 沿 实 机 上 两 个 粮 段 切断 的 z 平面 窟 像 篇 w 丰 
面 的 园 瑟 。 
命 : 平面 实 机 上 的 二 粮 段 是 


(10) [—1i, 0] 9 [8,1] (—1<a<B<1), 
EE 
2 2(8—a) 
OY) “一 DG 
旦 取 数 人 0<4<1) 篇 椭 图 画 数 的 模 。 
其 次 ,在 附加 人 条件 一 上 <p<0 之 下 ,由 方程 
(12) 1 一 2sn2p 一 ao 
人 阳 定 数 p 。 
由 (12) 及 (11) 得 
cp _1- 
np T=A。 
信 设 = np 
这 也 可 高 成 以 下 的 形状 : 
(13) 2 一 C ek 


29snivw+a—1° 
邻 於 平面 内 取 答 形 4, 由 内 下 不 等 式 确 定 : 
-KK<Rhu<0, 一 开 ' 委 和 秋天 1 

实数 轴 分 割 得 一 甜 形 乱 雨 个 抵 形 : 一 在 朝 的 上 方 , 一 在 轴 的 下 方 。 
沿 正方 问答 点 v=p 开始 绕 上 瀑 算 形 的 境界 一 届 。 容 易 看 出 , 遭 样 
侥 一 过 和 后, 点 z 由 点 一 co 到 点 ce 草 实 数 轴 。 所 以 由 公式 (13) ,上 
述 的 上 滤 的 矩形 写 像 在 z 平面 的 上 人 中 平面 。 同 时 , 溃 - 一 短 形 的 下 
底 相 车 於 z 斑 面 上 实 轴 取 掉 区 闭 [ 一 1, 身 所 剩 下 的 那 部 份 。 其 次 ， 
公式 (13) 辣 梯 将 下 渡 的 乍 形 写 像 在 z 平面 的 下 秆 平面 。 

故我 们 的 公式 (18) 把 短 形 4 的 全 部 窟 像 到 治 区 间 工 一 二 起 作 
切断 后 的 全 z 下面 。 
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个 没 w= 寺 -lnw。 


青 加 一 定 天 条 件 , 序 消 於 w=1 有 一 0。 夭 助 谎 遵 公式 ， 甜 形 4 
写 像 在 2 平面 上 的 图 环 , 它 的 境界 是 圆周 


wl =1, lw| =e 站 一 
且 沿 实 加 的 负 牢 轴 作 切 断 。 除 0 一 4 2 和 一 和 
去 遭 侦 切断, 在 % 在 面 上 等 认 1 py 
把 垂 形 4 的 上 潍 和 与 下 小 年 量 人 OO 

”将 观 ; 在 z 斑 面 上 等 大 把 上 秆 1 1 

玉 面 与 下 个 斑 面 沿 里 轴 上 粮 段 ”7 
[c, 8] 燃 合 ( 圈 24)。 四 

由 此 可 网 ,公式 24. 

:一 0 十 Er 三 。 
2sn 一 一 十 % 一 二 


给 出 欲求 的 将 沿 入 段 〈10) 切断 了 的 z 斑 面 写 像 在 ww 在 面 上 图 环 
形 的 高 像 。 


第 九 章 “” 可 应 用 椭圆 函 数 变 换 的 
分 式 的 极端 性 质 


49. 间 题 的 提出 ”1877 年 求 劳 塔 麻 关 (EE. 了 HI，3010Tap8B) 在 
‘“ 俄 办 斯 科学 院 记 录 ” 上 八 表 一 篇 巨大 论文 ,标题 是 “ 椭 加 画 数 应 用 
论 与 雪 偶 其 最 小 及 最 大 的 夯 贡 问题 。 

来 劳 塔 廖 夫 在 他 的 座 文 的 开 好 访 道 : 

中 然 权 圆 面 散 在 数论 、 磷 何 及 力学 三 面 的 应 用 已 经 有 了 ， 而 
” 且 是 极其 巧妙 的 ,但 我 襄 需 棋 周 画 数 理 褒 在 应 用 方面 鼻 贸 着 很 多 
的 希望 。 

“所 以 我 认 篇 ,研究 一 些 用 梯 图 贺 数 葵 的 基本 公式 来 解 的 天 雁 
最 小 量 的 问题 不 是 多 饼 的 事 。 避 些 问 题 属 从 哪 一 类 关於 最 少量 的 
关 题 , 宛 个 的 解法 是 契 具 雪夫 QI. 工 .de0meB) 首先 给 出 的 。 

到 劳 塔 麻 夫 提出 花 解 答 了 四 个 问题 。 前 十 个 间 题 是 关於 多 项 
式 的 , 而 第 三 及 第 四 疹 题 则 是 关 帮 有 理 分 式 的 。 最 后 的 两 个 间 题 
就 数学 以 及 它们 对 於 某 些 近代 的 电工 学 计算 来 届 者 是 值得 特别 注 
意 的 4 。 光碟 下 些 辣 题 建 烙 着 一 系列 另外 的 问题 ， 特别 大 契 员 雪 
夫 的 一 个 问题 ,他 在 呈 穷 塔 廖 夫 的 十 二 年 以 后 才 解 出 。 

本 凶 我 们 将 表述 问题 ， 且 确 定 它们 中 因 的 关 傈 @。 在 下 节 内 
将 给 与 解答 。 量 
@ ”我 们 可 看 考 块 镍 (B. Kaysp) 关 从 电 撕 涯 序 器 的 理 葵 及 计算 的 著作 。 

@ 过 喜 我 引用 自己 的 花 文 “天 耸 了 .了 H. 束 劳 塔 应 夫 的 一 个 问题 "( 藤 联 科学 院 通 
报 1929) , 以 及 在 1933 及 1985 年 哈里 考 夫 数 学 通报 上 的 两 个 附 诗 。 
(173) 
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max| f (2) — 9(%) |， 


对 做 束 纺 画 数 g(z) 海 於 速 续 数 f(z) 在 有 有限 或 无 限 的 阴 区 阅 
[a, 4] 内 的 偏 索 9。 

了 吏 我 们 的 目的 末 疝 ， 乱 方便 起 见 , 将 两 个 区 闻 1 一 co， aq] ， [6， 
oo] 的 集合 看 成 一 个 ( 反 斑 常 ) 区 闸 , 其 中 cc< 。 脖 样 的 区 天 我 们 
用 [6B, 中 玫 示 。 还 栋 若 a<2, 旭 [c, 5] 是 平常 区 间 , 若 a>5, 划 
[a, 疏 是 反 平 常 区 上 疝 。 

谣 在 实 轴 上 苔 与 十 个 没有 共同 点 的 于 区 间 I1, I。 。 坦 雨 个 区 
闪 中 的 一 个 可 包 合 插 限 这 点 作 它 的 内 点 或 境界 点 。 


问题 A 献 在 他 朵 的 实 而 数 ?cy 中 ,其 中 p(w) 及 yz) 是 


n 次 多 项 式 , 求 出 一 个 函数 ,使 在 由 区 峙 Li，72 组 成 的 点 集合 内 与 
玉 数 


—1i (EL) 
MO 1 wer) 
有 最 小 偏差 。 / 
问题 Bt 在 数 帖 上 烙 奥 不 包含 点 雳 的 有 限 或 无 限于 区间 如 。 
考察 对 朵 的 在 区 间 了, 内 取 区 间 内 的 值 的 % 次 有 理 分 式 。 就 在 
滞 些 俘 式 中 求 出 那个 在 区 疼 1 内 与 需 有 最 小 偏差 的 画 数 。 
卫 题 A” 在 木质 上 奥 劳 卉 度 夫 第 四 问题 相同 ,而 问题 3 


则 奥 第 三 冉 题 相同 。 
间 题 0+ 在 全 部 的 实 面 数 区 2 内 ,其 中 D(z)、 罗 (o) 是 ” 
次 多 项 式 , 试 求 出 那个 使 比 


._D() 
Vw: a 


Q@ 可 以 考察 不 在 区 周 内 , 而 在 数 辆 上 某 一 另外 的 阴 集 合 , 例如 由 十 个 区 同 所 粗 
成 的 集合 内 的 偏 盖 。 
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的 当 数 在 输 和 区 间 | 1,， 翅 | 奥 雳 的 俩 关 最 小 的 画 数 ,其 中 0<f<1。 


过 是 契 员 雪夫 问题 。 
在 问题 A* 及 B* 内 是 任意 的 区 间 。 但 葵 和 与 x 分 式 稼 形 交换 ， 
我 们 可 以 法 出 任意 的 完全 确定 的 区 央 以 蕉 代 坦 些 世 办 。 
帮 可 取 下 渡 的 问题 以 替代 岩 题 A 。 
问题 A， 在 全 体 的 实 面 数 
_ p(w) 
CS 
内 ,其 中 p(w) 及 由 (zw) 是 nn 次 多 项 式 , 试 求 出 一 个 在 十 个 区间 : 
(1) -地 ,1], [1, | (0<4<D 
所 组成 的 集合 中 与 琅 数 
Sign w= | 


有 最 小 偏差 的 丽 数 。 
在 问题 B” 内 莆 完 的 对 象 是 某 个 不 等 式 , 它 必 须 入 在 区 间 也 
内 的 画 数 所 满足 。 将 画 数 也 做 分 式 浆 形 失 换 , 旭 可 将 问题 B* 化 入 
下 泪 的 问题 。 
问题 B， 在 全 体 的 次 实 有 理 分 式 


—1 (»<0), 
1 (2>0) 


内 , 它 在 区 间 | 了 二， 一 二 |(0<x< 了 满足 於 不 等 式 
了 | > 
陕 求 出 一 个 夯 数 ,使 它 在 区 疝 [ 一 1，, 菇 内 奥 雾 有 最 小 的 偏 送 。 
我 们 现在 指出 :问题 A、B 中 的 一 个 ,可 以 化 篇 其 他 一 个 。 
命 不 可 锡 的 分 式 


本 2 
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是 问题 B 的 解 。 容 易 看 出 , 多项式 fo(t) 恰 需 7 次 。 事 实 上 上 , 若 
上 olt) 的 次 数 低 於 n， 须 画 数 
~ xt folt) 


EE 一 一 一 一 -一 


go(t) 
也 是 郊 次 有 理 分 式 , 且 在 区 间 | 二 ， 一 二 内 我 们 仍然 有 不 等 式 
2|>1。 
同时 在 区 向 [一 1, 已 内 有 
max|z| <xmax|z|<max|z|, 


过 条 朋 9 色 不 是 问题 B 的 解 。 


逮 容 易 看 出 ， 
min |z| =1,。 
中 -3 
命 max |z| 一 2 
数 m 一 定 小 从 1 像 图 数 z= 难 那 标 , 它 满足 於 问题 B 的 条件 。 命 
_ I-—-m 2z2—~\Vm 


一 1+m 2+~vVm 
+-~Vwx Tv 一 | 


vvT 
(1 一 人 2 
t= (TF) ° 
车 一 1<t<1, 划 -F<v<—1; 同样 , 蔡 引 > 二 ， 期 1<z< 工 。 
得 样 ,在 2 轴 上 我 们 有 十 个 区 因 : 
1 
(1) -过 ,1|, [1, 二 |。 


在 第 一 区 图 内 , 按 服 人 条件 
max|z|=m, 
2(z 二 mV m) 


但 办 CT 
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故 在 第 一 区 竟 有 
max|y++1| - 全 mm， 
在 第 二 个 区 闻 内 ,如 我 们 所 知道 的 ， 


min|z|=1, 
故 在 第 二 个 区 间 内 ,有 


max|y—1|= 


OV mm 
1+m” 


我 们 看 出 , 泵 散 y 与 sign% 在 区 竟 (1 ) 内 的 偏差 等 大 
av 而 
Tm 
在 区 六 (0, 了 是 m 的 单调 增 男 数 。 
由 此 我 们 看 出 ,y= y(%) 是 问题 A 的 解 。 和 东 样 ,有 了 问题 B 的 
解 ,容易 得 出 问题 A 的 解 。 反 之 , 设 知 道 问题 A 的 解 y=y(w), 其 
容易 求 出 问题 B 的 解 z2=x(t)。 
由 上 述 所 作出 的 多 项 式 . 疡 (的 次 数 恰 等 放 冯 的 那个 车 验 , 推 
得 下 一 命题 :假定 不 可 和 煌 分 式 


2 
(7) 
大 问题 A 的 解 , 划 在 钞 数 p(wz), 由 (x) 中 至 少 有 一 个 的 次 数 恰 是 mw 
次。 : 
命 不 可 和 料 分 式 
y= 670 
pw) 
是 问题 A 的 解 。 用 
(2) V1 Ng vo 
卖 明 局 於 区 闻 ( 工 ) 内 一 列 的 点 ,在 过 些 点 上 ,类 
2 一 SnD 0X 


取 其 在 过 些 区 阐 内 正 龟 相间 的 最 大 数值 x: 


i 和 有 1 
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MW=max|y—sign yw|。 
容易 看 出 上 <T1 。 我 们 将 人 证 明 , 数 9 不 能 小 於 2n 十 2 。 
命 z 是 数列 (2 ) 内 在 区 间 | 一 元 ，~- 工 |] 内 最 德 的 一 点 ，zoia 
是 区 间 |1， 二 | 内 最初 的 一 点 。 在 过 样 的 情形 , 量 


YW) 十 1， yw+1)—1 
具有 相反 的 符号 。 
用 点 1<é2 < bp- 
分 割 区 间 | 一 二 ， 一 1 | 及 用 加 
bpt1<épra < < bg 
分 割 区 间 | 1， 寺 | 坊 部 份 区 间 , 在 过 一 列 区 间 可 滤 有 下 泪 的 不 等 式 
之 一 成立 : 
一 风 委 4 一 习 pn < 人 一 0 
—1+a<y—sign vo 
然 和 合作 出 夯 数 
Do) 一 (一 各) 一 上 0) 人 一 名 -7 
一 名 DZ 一 如 (一 和 1) 
它 的 次 数 是 74 一 1<2n, 着 有 相反 的 情形 ,就 必须 巷 明 94< 各 十 2 。 
因 篇 p(w) 及 (2) 没有 共同 的 因子 , 且 莹 些 两 数 中 至 少 有 一 
个 恰 是 % 次 的 , 故 可 求 出 雨 个 次 数 不 高 於 % 的 多 项 式 9p1(%) 及 
W(x2), 使 
QD = p10 PR) pv) (vo 
今 法 出 面 数 


> 9(2) — Op(%) 
CEAACI 


其 中 0 是 冥 参数 , 且 研 究 下 式 
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光 坟 和 -得 坟 -ee 
= {ysigns) — aj) oT 
由 题 直 , 画 数 由 (2) 在 区 辣 ( 1 ) 不 能 加 篇 盐 , 故 对 座 充 分 小 的 |0| 有 
OICORMAACOIPE ALE 
按照 画 数 Q(x) 的 性 质 , 可 以 给 与 充分 小 的 以 量 2 作 模 的 数 ， 使 在 
区 章 (1 ) 内 下 潍 的 不 等 式 成 并 
Ysign | < 
温 就 姓 明 了 我 们 的 断 昔 。 
现在 再 谈 继 个 推理 : 


(a) 车 E(w) = 24 是 问题 A 的 解 , 则 方程 
(3) (BR(o) 一 Sign 全 ?一 必 
具有 单 根 一 了 二、 一 1、1、 到; 过 一 方程 在 区 章 ( 工 ) 内 的 根 ( 遭 些 根 
的 糖 数目 是 2n 一 2) 全 是 双重 根 。 


(b ) 若 FE) = 名 区 是 问题 A 的 解 , 则 在 区 间 ( 一 1 了 内 方 


4 ~ Sgn j= 


程 
Po) 一 0， br)=0 
禾 能 有 一 个 根 。 / 
事实 上 ,在 相反 的 情形 , 画 数 | 刁 (z) | 若 在 区 靖 ( 一 1, 1 内 取舍 
1 一 ww、H 十 A， 划 方程 ( 3 ) 在 区 间 ( 工 ) 内 根 的 数目 将 少 放 2n 十 2。 
注意 , 除 
a 
jC®) 
而 外 ， Gp Do 


9 
也 是 问题 A 的 解 。 


人 
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dE 


由 此 根据 Cb ) 得 , 我 们 可 以 只 求 那些 在 区 竟 ( 一 1, .1) 内 不 变 
坟 扰 窗 大 的 解 。 
遵 样 的 有 限 解 是 唯一 的 。 事 实 上 , 假 宅 有 两 个 解 : 


P10) (%) ga(7) 
2) AORE A 
且 命 ZIT<03< 二 …'<W3nA3 


需 第 一 个 解 的 “ 仿 凑 黑 "。 取 疼 
4(o) = G0 _ 2(Z) _ 


(2) CD 
-se 
命 4i(z1D) 一 2，di(a) 一 一 8， 直 (Za 一 8 


其 中 8= 二 1 ， 男 一 上 方面 ， 

142(71) | < (%=1, 2,..., 2n+2)。 
故 量 《省 人才 ， 或 是 与 4i\xz) 有 相同 的 号 ， 据 此 容易 看 
出 来 ，4(o) 在 区 间 | 一 症 ， 二 内 至 少 有 2 十 1 个 根 。 但 因 


4(z) = Pp1(7) 由 人 te 
W(t) yal) 
其 中 分 子 | 人 D2) — p22) iy) 
是 2n 次 的 多 项 式 , 故 式 4(w) 恒 等 套 圭 , 即 解 (4 ) 不 能 互 办 。 


个 容易 看 出 ,问题 A 的 解 可 能 牙 是 奇 醒 数 。 事 实 上 , 命 


(5) Re D) = 

是 问题 A 在 区 间 ( 一 1 1 内 是 有 限 的 解 。 容 易 看 出 ,西数 
Pr AN。 PA~—%) 

(6) R(-D)=— $= 


也 是 同样 的 解 。 故 丁 数 45), 《6 ) 恒 等 。 
照 所 述 的 事实 不 雁 证 明 网 题 A 及 C0" 的 等 价 性 。 
篇 此 目的 , 示 明 如 下 : 襄 
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max:.InF|=InH, 


万 ?一 二 
则 max|1— TY | H+1? 
且 诅 max|1—y|=G<1, 
Y I, 1+G 
其 max|In ,7 | 一 人 In TI。 
故 问题 等 价 於 
问题 0。 在 全 体 实 耐 数 
六 一 /万 星人 
7 


内 , 其 中 Go)， 色 人) 是 次 多 项 式 ; 就 求 出 一 个 豆 数 ， 使 在 区 并 
[1 9 二 | 内 与 1 的 偏差 最 小 。 


今 命 2 一 卫 "。 温 时 代替 区 间 |1， 去 | 可 取 下 潍 两 个 区 天 


-和 


我 们 的 画 数 多 篇 
yy F(X’) 
GR) 
_VzV() 
但 量 [i 41 Tg) | 
- XV 
显然 等 世 max sign 及 一 一 一 |o 
太志 -了 , 忆 击 G(X) 


我 们 合 烃 在 条 件 m%= 27 或 n==27 十 1 之 下 就 过 问题 A。 
相反 的 过 程 (由 问题 A 外 到 问题 0) 更 简单。 
根据 术 季 的 研究 ,一 切 问 题 可 化 篇 解 问题 0。 
50， 有 问题 C 的 解 ”问题 C 的 解 可 由 契 具 雪夫 的 一 个 普 源 定 
理 得 出 ,此 定理 如 下 : 
假定 苔 与 有 限 的 于 区间 [a, 51 及 在 其 中 巡 症 的 雨 个 画 数 f(z) 


定 | 
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i 


及 5 2)， 内 中 的 第 二 个 不 能 购 需 雳 。 考 察 具有 以 下 形状 的 式 子 : 


一 Gov 1 十 028 十 … ‘十 gq» 
W(%) =s(%) pov™+ pv™1t 寺 Dn 


其 中 m 及 nn 是 已 知 的 。 大 雨 个 公式 经 过 位 科 后 能 多 篇 一 标的 ,就 
闪 乱 是 相同 的 话 , 则 和 过 些 画 数 玉 (z) 中 一 画 数 与 丽 数 了 (2) 在 [a, 引 
内 具有 最 小 偏差 而 是 唯一 的 。 / 

若 壮 一 画 数 具有 以 下 的 形状 : 

P(w) =s(o) BS) 一 sw) oo ot 


A(x) Qov" am 1 十 十 Go 
(其 中 0<p<m, 0<v<n, aox0 且 务 式 二 52 不 可 的 )， 划 区 间 


[a, 如 内 使 具有 不 同 符 鲍 的 差 f(z) 一 PCz) 在 [a, 可 内 取 它 的 极 
大 值 的 相 队 之 点 的 蛋 数 不 少 供品 n 一 4+2, 其 中 dmin{p 只。 
过 一 性 质 完 双 区 别 出 极 嫌 曾 数 P(z)。 

以 后 ,说 是 定理 中 断 鞋 :党 满 足 所 壕 的 特 微 休 件 时 , 面 数 P(2) 
与 f(z) 的 偏差 最 小 "是 重要 的 。 过 用 奥 上 凶 尊 明 问题 A 的 特殊 
情形 ( 尼 没 有 多 帮 一 个 解 ) 的 方法 相同 的 方法 ,容易 澄明 。 

我 们 不 必 姓 明 解 的 存在 。 因 乱 对 故我 们 有 奥 趣 的 是 实际 上 关 
座 解 的 构造 了 。 
在 问题 G 的 情形 ,区 间 [a, 外 是 [1, 去 ] ,让 且 (2) =1,s(z) ~ 


=MX ,m=n 二 7 人”。 苏 引出 问题 的 解 的 套数 形式 。 它 由 公式 
X=Sn?(v; £), Y =I sn n(; ^) 


-££ I- 上 
这样, 了 是 4 的 那样 的 一 个 画 数 ,用 2r 十 工 除 第 一 肖 期 就 可 
得 到 。 
D 关於 所 引 定 理 的 鲜 寻 情 形 , 读者 在 了 ,IH, 阿 希 泽 鲜 ,近似 法 理 舱 歼 义 ” 
(OHIH,，,，1947 年 ) 一 秆 内 可 找 出 来 。 


re 
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在 证 朋 之 前 ,首先 转 到 表 XXIII, 按照 鼓 玫 有 


其 中 Ca 一 


,1 
故 Y=7 1 ee—， 


由 此 得 到 了 了 具有 和 欲求 的 形状 。 

现今 应 党 研究 当 “ 在 区 间 | 1， 吉 | 时 的 差 1 一 了 。 

命 v= 十 ww， 
过 时 有 sn hb) = rp ey 

我 们 使 。 由 0 增 大 到 K'。 汉 时 dn*(v; b) 将 由 1 沽 小 到 
1 一 bh? 一 信 , 过 就 意味 着 4 由 1 增 大 到 让。 演 就 是 2 净化 的 区 间 。 


分 取 状 4(w)=1~ 了 ， 
它 等 雁 
K+ 
4 人 GD) =1-[ 于 (让 ;= 
1 2 1 2% 1 


1 
1 十 入 T 1+ 和 A dn(w; A') ® 
tm 让 | 


命 » 由 0 增加 到 '。 汗 就 意味 着 ，w 由 0 增加 到 (27 十 1)L 。 画 
数 dn(w; 入) 恒 在 1 与 V1 一 N? = 入 之 间 。 同 时 在 点 
w=0, L', 2L',.…, 27L', (27r +1)L 


; 滴 ， Ei 本 si: i 和 
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处 宪 具 有 值 1, A, 1, A," ,1, No 
4(w) 的 相 澡 的 值 等 座 
i- 和 A i- 和 A _i~A 
1 TH ?1+X\? 
过 样 , 差 1—Y 
在 区 并 [1， 喜 | 内 2 十 2 个 相关 的 点 
1 1 
Z0 一 工 ， 1 一 2 = 
2f 下” 。)) of/ 2K’' ,Jj, 
dn’( grr; ) dn 二 I; 
左 取 它 的 最 大 的 数值 
于 一 人 
1 入 
人 证明 完了 。 
由 得 到 的 问题 G 的 解 出 讨 , 且 利用 适当 的 分 式 稼 形 磷 换 , 可 得 
表 1 
号 数 S(2) a b ] i 了 
1 AT 一 1 | 0 - 1 入 mh 
2 ] MI ] 0 ] 1 m-l1 | m 
3 | V 一 <- 十 co 包 mh 
4 | WE | 十 | mm 
| 二 | "|” 
6 EE | | | | 
7 | Mm ] 1 | 六 | mh | 入 
8 A/ 1 1 m-1l | mn 
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到 一 柔 列 其 他 问 题 的 解 。 
我 们 在 簿 冲 蒂 限 定 慌 述 某 些 烙 果 。 


器 数 


ee 


灾 2 


9 —1 
2 m 1-W sn?( FE; b)s 


-2 HT- ~、 /. 
lt al 1— KsnX -0 Ek; zjz 


?1-1 20 
2 11 1—k?2 sn 元 E; jj 
工 十 入 


20 


1 —1 9 

i N= 
{ 一 

ES 


| 


， s+sn(K -TE; k) 


i z~—sn(K -2 FE: k) 


， Lthzsn(K- 字 EK; 有 


ei sn(K—K; k) 


二 中 生肖 二 


四 
Il 1 — 2 sn2( 全 一 五 ; zj 
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2 人 十 荆 


37 让 


2m+1 


2 和 十 工 


:1 
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命 税 考察 的 实 有 理 画 数 Bj;(2) 的 分 子 的 次 数 是 5 分母 的 次 

数 是 )。 在 过 些 画 数 内 求 出 一 个 ,使 若 
sw) Ps,;(%) 

在 区 闭 [a, 6] 和 1 有 最 小 的 偏差 的 画 苑 。 温 样 , 同 题 是 用 英 数 
Bo) 以 渐 近 面 数 ;zy 使 相对 训 差 在 区 间 [4, 四 内 的 极 大 值 有 
最 小 值 。 

同时 问题 的 数据 包含 在 发 1 内 。 

用 2 表明 欲求 的 解 , 此 外 兹 命 

G=max|1—s(2)y|。 


所 考察 的 同 题 的 解 在 索 2 内 。 同 时 用 入 相应 用 入 ) 玫 示 椭 图 面 数 
的 错 ,我们 用 第 一 个 ( 相 内 用 第 一 个 ) 遇 期 除 以 ”， 邹 可 得 到 它 。 


和 i 
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51， 阿 借 厂 定理 。 设 闪 奥 不 可 移 的 代数 方程 , 朗 具 以 下 形状 
的 方程 / 
(1) F(z, w) =0, 
其 中 了 (z, w) 是 关於 2 及 即 的 多 项 式 ， 它 不 能 分 解 抱 多 项 式 的 因 
子 。 过 一 方程 确定 % 蚌 : 的 某 一 个 代数 夯 数 : 
WW = W(2), 

w(z) 不 是 的 单 值 面 数 ， 例外 的 情形 是 党 方程 ( 1) 关於 w 是 一 次 
时 w(z) 才 是 单 值 画 数 。 但 假定 取 属 於 (1 ) 的 多 革 的 面 一 一 黎 曼 
面 以 殖 代 槛 数 和 下面 , 则 汉 可 作成 点 的 音 值 画 数 。 在 址 一 面 上 半 礁 
z 与 的 所 有 有 理 画 数 (zx, w) 将 与 一 起 是 单 值 的 。 

假定 我 们 不 探 用 上 述 的 黎 曼 面 ,而 仍 在 视 数 和 平面 上 研究 ,如 营 
研 完 夯 散 (2)， 以 及 函数 ER(z, w) 时 , 在 z 乍 面 上 作 确 定 的 切口 
且 单 独 研 究 函 数 w(z) 或 画 散 (x, w) 的 每 一 枝 。 

特别 简单 的 情形 是 当 方 程 ( 工 ) 具 有 以 下 形状 的 蛙 忌 : 


(2) w? = A(z— 1) (2— 02) "(2— Ozp+2) 
或 
(2°) Wi= A(2—01) (2 一 as) (2— Asp+1), 


”其 中 生体 的 a; (分 歧 点 ) 彼此 互 与 。 车 p=1,， 我 们 得 到 椭 图 的 情 
形 ; 对 大 2?> 工 通常 对 做 超 椭圆 的 情形 。 

得 圳 的 黎 曼 面 是 由 二 革 构 成 的 。m 是 分 歧 点 。 可 以 任意 挑 半 
不 同 的 收 换 入 ,只 菇 它们 不 相交 就 可 有 以。 例如, 在 方程 (2 ) 的 情 
形 , 可 取 弧 人物 azi-102x《(%7 二 ,2,…， p 十 1) 作 篇 改换 娘 。 若 我 们 分 


(187) 


i | - 
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别 研究 而 数 w 雨 俘 枝 的 每 一 分 枝 , 出 可 利用 沿 和 过 些 弧 禾 切断 后 的 
平面 。 

车 以 了 P=1 时 的 方程 (2 ) 或 (229 作乱 基础 , 则 具有 以 下 形状 
的 积分 : 


(3) : |aG, w) dz 


像 我 们 所 知道 的 ,对 做 刁 图 积分 。 当 p>>1 蔷 它们 时 做 超 梯 图 稿 
分 。 
构图 和 超 构 圆 稿 分 ,以 及 初等 的 稿 分 


| BG， Vaztbzt+c) dz 


都 是 阿 倍 评 积 分 的 特殊 情 形 , 它 一 般 地 应 徐 了 解答 形状 如 (3 ) 的 
积分 ,其 中 必 及 z 由 不 可 锡 的 代数 方程 ( 工 ) 联 攀 洲 。 

沿 某 一 糠 的 阿 倍 短 积 分 的 值 ,不 写 依 赖 於 其 始点 及 炽 点 , 日 也 
依赖 茯 物 的 本 身 , 或 所 衣 依 赖 堆 积分 路 。 车 积分 的 上 限 跑 篇 是 构 
动 的 , 划 积 分 将 篱 上 限 的 多 值 画 数 。 

例如 ,我 们 已 知 积分 

oz . 

| 

的 不 同 数 值 , 彼 此 并 相差 之 量具 有 以 下 形状 ; 
2m@ 十 27 0 ， 

其 中 和 、m! 是 整数 ,而 w、o' 是 某 二 个 常数 。 

属 亦 葵 与 方程 的 阿 倍 福 积分 ， 可 划分 篇 三 组 。 过 一 划分 和 我 
们 对 炙 懈 圆 积分 的 划分 相似 。 

阿 倍 锁 积分 的 分 类 根据 以 下 的 原则: 设 积 分 到 处 是 有 限 的 , 基 
叫做 第 一 种 积分 ;车 在 一 点 积分 沟 乱 无 帘 大 , 且 有 代数 的 奇 里 点 ， 
出 吓 做 第 二 种 积分 ;最 第 , 才 在 两 点 有 时 数 性 的 奇遇 点 则 叫做 第 三 
种 积分 。 
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记 起 $§ 29，30， 洗 者 容易 验证 , 各 种 梯 图 积分 可 由 刚才 所 说 
的 性 质 区 分 出 来 。 | 

在 避 豪 我 们 不 能 涉及 阿 倍 铭 积 分 的 一 般 理 葵 的 各 种 同 题 。 但 
有 一 个 定理 , 在 检 圆 夯 数 瀹 的 教程 内 不 能 不 加 以 说 明 。 过 是 阿 倍 
锁定 理 。 z 

假定 不 可 物 方 程 (1 ) 是 已 知 的 , 它 可 确定 一 代数 画 数 w(2)) 命 
R(z, w) 篇 已 知 的 有 理 画 数 , 此 外 再 答 与 第 二 个 代数 方程 
(4) G2, w) =0。 
用 

C1，02，… 0 

裘 明 多 项 式 GCz, w) 的 傈 数 ， 且 将 它们 看 成 风量 。 由 方程 \ 工 ) 太 
(4 ) 夭 助 认 有 理 的 有 运算 可 澳 去 量 w。 

我 们 将 得 出 方程 
(5) 9(2) =0, / 
其 中 9(2) 是 多 项 式 , 它 的 傈 数 与 cl， gs，…，9au 有 有 理 式 的 关 傈 。 
命 

21，2Z2 ，，…… YN 
是 方程 (5 ) 的 全 体 的 根 。 由 江 些 根 求 出 数 光 
(21, 201) 《22， 202)，…， (Zw WH), 

使 其 满足 放 方 程 ( 工 ) 及 (4 )。 和 们 过 绪 地 依 顿 於 参数 41, ca，…， 
qu。 此 外 , 由 代数 学 可 知 , 坦 些 数 对 的 每 个 有 理 浊 称 画 数 都 是 方程 
(1 ) 及 (4 ) 的 公 数 的 有 理 画 数 , 邹 娃 局 是 41, cs，…， au 的 有 理 硬 
数 。 

取 满 足 方程 (1 ) 的 数 对 (20, wo0)，, 且 将 

| CACE w) dz 


《20， ww 


理解 篇 泵 数 R(z, w) 治 某 一 路 稼 的 积分 , 让 一 路 粮 在 2 焉 面 内 由 


加 ' 2 让 让 计时 村 硬 琴 时 计 本 | 往 - A a a hi, 2 i 2 1 四 
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Le 


点 zo 到 点 2。 息 简单 起 见 , 命 点 2 不 是 丙 数 的 分 歧 点 , 且 在 积分 
路 上 也 没有 而 数 w 的 分 歧 点 , 兹 且 也 没有 点 使 夯 数 RC(z, w) 烛 篇 
无 加 大 。 圣 有 礁 谈 到 w， 则 在 点 zo 我 们 挑 焉 任 一 个 许可 的 值 w， 但 
对 从 以 和 后 的 点 的 确定 应 保持 过 绕 狂 。 
考察 以 下 的 和 
《ZN WF) 


y= >| R(z, wax. 
k=1] 


一 《2Zo0y Uo) 


过 个 和 睦 然 依赖 於 大 数 cl, as，…， 4 的 值 。 假 定 遭 些 鹤 数 速 续 
攀 化 , 如 数 对 (zxr， wo 外 将 右 秆 地 楼 化 ,而 某 些 积分 的 道路 也 和 堪 要 
改 交 。 
阿 倍 泵 定理 断定 , 量 六 等 放大 数 ci az， …， an 的 有 理 图 数 ， 
与 同样 画 数 的 对 数 之 和 相 加 ,再 乘 以 常数 。 : 
想 要 蕉 明寺 一 定理 ,使 参数 ci ca ……， 0 多 化 旦 求 图 数 广 的 
微分 ， 它 等 认 


ay = -RC opD (Se aa das 十 … 十 EE da 小 。 


PZp) =0， 

关於 a 微分 ,得 

PZ) Ok OP (Yk) 

了 Ba To a = 
Ca) 

ch Oa 

由 此 得 Da 一 Og (Zr ,) CD 
OZr 


其 中 PC2b) 是 zx 及 涩 数 Q1y OQ2y 9 On 的 有 理 豆 数 。 
现 令 我 们 可 以 把 dy 化 需 以 下 的 形状 ; 


及 人 
AaV = > da, | ROZk, Wk) PZk) (。 
入 二 1 k=1 ~ 
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是 SD RC, wi) pro) 


是 套数 ci， 42，…', ay 的 有 理 面 数 且 篇 数 洲 (zj， WE) 的 有 理 对 称 函 
数 。 故 计 一 量 是 套数 CI CC3 9 Un 的 有 理 图 散 : 


: SY Ra, Wk) Pa (Ex) =: RB,(a1, U2y ""', Gu) 。 
想 要 得 出 三 , 必须 积分 下 小 的 全 微分 方程 : 
SBlans os a das, 


者 一 积分 法 出 贿 数 的 有 理 画 数 ,加 以 同样 画 数 的 当 数 ,再 乘 以 某 党 
数 。 道 样 阿 倍 鲜 定理 证明 完 精 。 
画 数 名 的 加 法 定理 可 用 以 襄 朋 阿 倍 泵 定理 。 
过 时 ,方程 
2 一 4 和 一 022 一 ga 
起 着 (1 ) 的 作用 。 作 篇 (4 ) 取 方程 
W=Q12+ Gao 


最 后 命 积 分 是 


方程 45 ) 取 以 下 的 形状 : 

(6) PDE ggs— (012+02) 一 0。 

我 们 需要 考察 量 
(zi Vs) fz (zs Ca) 0f% (ss w8) ez 


ou Ah oo 4 

其 中 z1、 zs、 z 是 方程 (6 ) 的 根 , 由 题 设 它 们 是 互 刁 的 了。 根据 阿 
售 策 定理 断定 ,了 是 内 数 41、a 的 有 理 贡 数 ,加 以 同样 画 数 的 潮 数 ， 
再 乘 以 某 些 常数 。 现 邻 我 们 必须 实地 求 出 得 一 函数 六 (41, aa)。 


bE 


oo 


站 i 
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bs 
d= 1 3 dast yl 22 qo,— Ri dast Rs das, 


i=1 20 ft We ods 
微分 方程 (6 ) ,得 出 
Op _ 22nraUk Op _ 2g 
O01 P(E)” as 9p'(2x) ” 
5 1 
R -2 ! R,=2 , 
放 3 7 2 A 


十 南 个 和 的 每 一 个 ,都 容易 验证 ,等 於 署 。 事实 上 由 拉 果 郎 著 (La. 
grange) 内 插 法 公式 


网 (2 ) _v (2) 
en 


其 中 内 2) 是 任意 的 次 数 <2 的 多 项 式 。 我 们 假定 , yz2) 是 次 数 
1 的 多 项 式 ， 在 这 一 情形 ,有 雨 兆 各 乘 以 2, 表 命 ->o0, 得 


3 2 
Xo 
由 此 得 R= R=0, 
这样, 六 与 ci 、cs 无 天, 即 了 是 常数 。 设 “直入 ” 
WwW=Q12 ds 


趋 认 无限 人 这, 旭 三 根 21、zz、zs 旬 趋 认 无 限 速 ; 故 扩 中 的 每 一 个 积分 
都 趋 杖 霉 3 或 更 一 般 地 说 趋 认 一 过 期 o 崔 基 


21, 1) (gsr WE) (23, a) 
| dz +| dz | 5 = 2m0w+ 2m'w 
00 a0 oo Ao cw 
: 命 21 一作 (2) ， 2 一 人 (lz ) ;23 三 《4 (Wa) ， 


Wi=8 WU), Wa=' (We ，2 一 人 (Ca 。 
划 有 示 时 我 们 的 辕 果 可 以 表述 如 下 : 才 
(7) Ut+uzs+us=0(mod 2%, 20") 
则 有 两 个 常数 ci 、as 存在 ,使 
CY' (101) =018 (1) + 0s, 


@ ”假定 站 内 浸 有 一 个 央 基 通 期 作 模 数 与 零 优等 佟 者 。 
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$Y (Wo) =0218 (2) 十 Ca 
8 (U3) =016 (U3) + a2, 
换 句 话说 ,由 (7 ) 得 出 z 
工人 GD C1) 
工人 Cs) (ua) 
工作 (ua) W' (U3) 
过 是 椭圆 画 数 《 的 加 法 定理 的 形式 的 一 个 。 
可 以 症 明 , 其 他 的 加 法 定理 (例如 夯 数 : 的 加 法 定理 ) 被 包 合 
在 阿 们 尔 定 理 闪 , 作 篇 特殊 情形 。 
自然 ,党 灸 到 较 复 订 的 阿 倍 泵 积分 且 首 先 谈 到 超 风 图 积分 上 时， 
址 一 定理 有 特殊 的 意 萎 ,但 我 们 不 去 证 雍 了 。 
52， 贺 环 内 的 格林 《Green) 画 数 ”假定 在 复 构 数 w 有 下面 内 已 
知 图 环 G, 它 用 转 


=0, 


wl =1， wl =h / 
作 境 界 ,其 中 假定 正 数 及 小 堆 1， 再 命 。 篇 环形 G 内 某 已 知 点 ,我 
们 可 不 失掉 任何 普 逼 性 , 使 点 c 在 正 的 生 实 灿 上 , 而 使 h<o<1。 
作出 想 要 求 的 解析 画 数 J(w), 使 其 满足 以 下 人 条件: 
(a ) f(w) 在 额 域 G 内 及 其 境界 上 篇 正则 的 ， 
(b ) |f(w) [在 G 内 篇 单 值 画 数 ， 
(6 ) |f(w) | 在 圆 环 G 的 境界 上 等 故 1， 
(a ) flw) 在 点 w=" 丰 具有 一 航 的 才 点 , 但 在 颌 域 G 内 其 他 
点 不 能 篇 零 。 
容易 看 出 z 
Rn fw) =In| fC) 
不 是 别 的 ,而 是 对 黄 贺 环 领 域 G 的 格林 画 数 。 故 对 责 数 站 (w) 的 存 
在 不 诡 有 任何 的 尽 疑 。 浴 且 , 假定 除去 用 工作 模 数 的 任意 常数 因 
子 以 外 ,被 碎 定 的 面 数 了 (w) 是 单 值 的 。 
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画 数 fo) 有 时 叫做 关 世 考察 的 图 环 的 格林 复 画 数 。 
命 w= 二， w= 
0 40 


点 w 是 点 忆 天 雁 图 环 G 的 外 渡 境 界 的 侍 像 ,而 点 wi 旭 是 包 并 庆 
亮光 境界 的 镜像 。 
因 篇 画 数 f(w) 在 环形 的 每 一 境界 上 的 模 数 等 於 T， 故 它 在 
点 wo、2w 丰 的 值 奥 在 点 处 的 值 用 下 渡 的 关 傈 联 交 起 来: 
(1) | {Cf C0) =1, 
, fF 01) =1, 
由 大 多 称 及 数 “。 是 实数 ,得 出 下 列 的 话 , 想 要 使 f(D) 是 一 实 丽 数 
朗 想 要 .fo) 满足 认 关 傈 式 : 
fw) = 0%), 
可 以 将 造 留 下 的 租 成 画 数 /Cio) 的 任意 的 因子 湖沼 的 选择 。 温 樟 
愤 择 了 指定 的 因子 , 旭 上 瀑 的 关 傈 式 (1) 可 和 窟 成 下 渡 的 形状 


jfGo)j( 二 )=1 
fF(E)=1 
用 逮 些 等 式 可 将 画 数 fw) 解析 开拓 , 先 从 原始 的 图 环 到 另外 十 个 
围 环 ,过 两 个 圆 环 是 奥 圆 环 G 相 接 违 ,然后 及 礁 全 在 面 ,但 点 交 = 0、 


w=oo 除外 。 因 答 /wu) 在 点 。 不 具有 一般 夫 点 , 故 由 公式 (2 )， 
Fo) 有 一 好 极点 


(2) 


1 ph? 
2 一 一， 如一 一 一 。 
C 、 
故 再 由 公式 (2 ), 了 (w) 有 一 航 堵 点 
W=— ， 10 一]2c。 


hz 
浊 些 理由 膏 明 了 , 了 (w) 有 一般 寺 点 
. ow = hre ($=0, 土 1， 士 2， …) 
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2k 
奥 一 般 村 点。 w= 了 一 (h=0, 士 1) 9,…)。 


我 们 显然 知道 了 (ww) 没有 另外 的 雳 点 和 极点 。 
根据 以 上 钱 述 , 自然 于 出 下 滤 画 数 的 研究 : 


DH) 


F(w) = i 
| (1—ew) JI 一 和 co)( 1 一 Ne 
它 与 1(w) 有 相同 的 雳 点 和 极点 。 用 二 及 -2 分 别 代替 uw 得 
1\Y 1 1 
下 ( 训 )= 训 Fy 
(8) /IN 1 
(%)= F(w) 0 


故 画 数 了 (Cw) 不 满足 条 件 (2 ), 也 就 是 谣 , 也 不 满足 条件 6 )。 
邻 将 示 肯 ,可 以 人 确定 里 常数 入 、& 使 画 数 
WF = FW) 
满足 人 条件 (2 ) 以 及 满足 人 条件 e )。 
家 实 上 ,各 尖 共 而 数 也.(w) 篇 出 人 条件 (2 ), 基 得 


mrp (w) A (2 )=1, 


Ww 


根 搂 ( 3 ) ,过 些 等 式 取 以 下 的 形 压 
/太一 人， 
wh2*=1, 


Ine 


由 此 得 风 一 士 6 和 = 一 i 


故 面 数 ow Tf FPC) 


站 i - i 


196 慷 图 冰 数 区 和 网 要 


”满足 问题 的 双 部 要 求 。 不 购 用 西 他 画 数 把 它 改 示 出 求 。 潮 於 慎 所 
必需 的 数 抬 包 合 在 者 IX 内 。 
f(w) 最 和 后 的 玫 示 式 具 有 以 下 的 形状 
(2 0 一 加 | r) 
(4) ftw 
Dl gd 7) 


其 中 7 二 二 lnh。 得 到 解 以 生 , 可 以 海 出 oe 以 替代 因子 士 1 其 
中 3 是 任意 的 实数 。 

有 时 画 数 7 (wo) 用 另外 的 表示 式 较 方便 ,即将 一 二 代替 所 得 
到 的 那 一 个 式 子 。 根 据 表 XVII 的 公式 不 得 出 


/ S|- 
| 让 DLT -三 ) 
(6) An 
2r27 7 


53. 关於 图 更 的 吉 里 灰 莱 间 题 假定 在 窗 构 数 久 下面 内 已 知 
国 环 9, 它 是 用 图 


Iwl=1, |w|=% z 
作 卉 界 的 , 其 中 假定 正 数 % 小 於 1。 试 求 在 图 环 内 篇 正则 且 军 值 
的 夯 散 了 (w) ,但 假定 在 图 环 的 境界 上 页 数 了 (w) 的 实数 部 份 的 
值 篇 已 知 。 : 
对 厅 图 的 情形 ,类 似 的 问题 由 什 无 泵 次 著名 的 公式 解 出 了 : 


1 2 1 十 ?206 一 全 ， 
(1) FW) -让 1—we™” Bs) dtd 


洽 吉 集 假定 图 的 个 径 等 大 1, 而 图 周 上 点 的 位 置 由 站 个 点 的 幅 角 
确定， 因此, Bs) 代表 欲求 的 画 数 在 点 ee 不 实数 部 份 的 值 。 亚 
共 就 到 C , 划 坦 是 一 个 任意 的 实 常 数 。 

什 马 泵 次 公式 在 解析 画 数 竟 教 程 中 在 关 帮 画 数 6(s) 极 普通 
的 假 订 之 下 来 推 基 和 硝 究 。 


第 十 章 各 种 和 祖 充 利 ! 订 用 197 


我 们 的 问题 是 由 图 转移 到 回环 , 亚 作 一 类 似 於 (1 ) 的 公式 。 

命 6(s) 及 p(s) 各 表明 欲求 的 画 数 了 (ww) 的 实数 部 份 在 图 环 外 
滤 的 及 训 滤 的 境界 上 的 用 * 作 幅 角 的 点 的 那些 值 。 我 们 不 必 作 丁 
数 5(s) .p03) 很 一 般 的 假 裔 , 因 篇 说 明 由 单 连通 领域 购 到 余 连 通 乌 
域 是 我 们 主要 的 目的 。 禾 假 裔 画 数 $(s) 和 2(s) 分 段 速 续 就 药 了 。 


基 二 | F(re*)ds= a du， 


pt 
其 中 右 渴 的 积分 取 在 图 心 是 点 w=0 年 径 是 "(4<*<1) 的 圆周 
上 显然 不 依赖 於 " 。 写 出 的 积分 的 实数 部 份 也 具有 同 梯 的 性 质 
故 使 * 先 趋 近 於 1, 然后 趋 近 认 ， 兹 注意 在 积分 


| RF(res ds 
内 可 以 取 所 要 求 的 限 ,得 
(2) 人 5 4=| pl) ds, 


道 榜 , 遗 个 休 件 对 於 解 决 我 们 所 提出 问题 是 必 权 的 ,因而 我 们 品 当 
假设 它 满足 。 

欲求 的 夯 数 了 (w) 可 展 度 劳 部 氏 般 数 
(3) 加 (= axwY*o 
限定 址 一 展开 式 不 世 在 G 的 内 部 成 立 ， 且 在 境界 上 也 成 立 。 取 请 
小 的 实数 部 份 , 我 们 将 求 得 夯 数 (Cs) 及 p(s) 的 往 里 朗 航 数 的 展 
开 式 。 由 址 些 展开 式 得 出 保 数 ox 篇 某 些 积分 形式 。 在 求 出 傈 数 
忆 和 后 ,我 们 把 它 个 代入 公式 (3 ) 的 右 洲 花 作 和 , 糙 果 我 们 得 到 下 区 
的 公式 : 
(44) F(w) -| S(O) Sln vgs) 


-| PL (Inw— es— 0 )dst+il, 


了 a 本 i 四 i 


198 出 图 本 数论 网 虱 


其 中 C 基 任 意 的 宰 常 数 , wo 是 任意 的 正 数 , 而 纯 不 数 w' 旭 厌 助 放 
等 式 


可 求 出 来 ,最 人知 6W) 一 Elw, w)。 
现今 将 性 明 , 公式 (4 ) 所 确定 的 画 散 (ww) 满足 问 题 的 所 有 
休 件 。 我 们 部 使 引 姐 公式 (4 ) 的 嫩 论 的 肝 候 ,也 不 能 葛 去 得 个 证 
有 明 。 因 此 我 们 认 篇 省 路 所 述 的 千 论 是 可 能 的 
由 公式 ( 4) 确定 的 数 了 (w) 在 图 环 G 内 部 的 正 肥 性 ， 是 由 
基 在 还 个 圆 环 内 下 渤 的 两 个 画 数 是 正则 的 
(Snw— es ) (Sinw— es—o), 
单 值 性 是 由 关 傈 式 《2 ) 推出 的 苦果。 事实 上 , 要 想 说 明 (44 ) 
站 的 函数 的 单 值 性 , 必须 首 明 ,和 殴 双 书 贺 周 : 
lIw=7 (hh<r<1) 
时 , 革 一 国 数 不 改 释 。 其 次 ,( 4 ) 的 右 旭 起 直 样 的 国 模 似 图 千 取 以 


下 的 形状 
| (tn 人 一 全 十 2 ds— 


-| p(s)t (Snw— eso +2w)ds+i0, 


但 由 关公 式 
W200) 一 5 十 人 7 
对 个 量 等 放 


2 | | Bs) ds— | “p(s) dl。 
根据 (2 )， 生生 此 清 因此 得 到 的 式 子 是 2 ， 故 站 值 性 洽 
”所 通 的 是 检验 画 数 44) 的 实数 部 份 在 回环 的 境界 上 沟 成 答 出 
的 醒 数 。 
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取 贸 环 4 的 外 境界 上 的 点 
Wo 一 cf 

及 转 环 内 有 具有 相同 的 四 角 的 束 

一 glie (h<r<1)。 
者 惑 在 点 so 多 男 数 8B(s) 是 连续 的 ,天 我 们 必须 证 明 

lim RF(res)=S(8),。 
篇 此 目的 ,把 (4 ) 写 万 以 下 的 形状 

1 


Fl(rew) 一 bo | G(s) -一 一 一 ds+- 
) -ny 十 二 (8 一 9) 
IF4 NT 


to (** OW Ww CD 1 加 
+ 名 | S08 tr 
。 Tt z T z 
Ol Ga UA 
= 十 v/ :十 :十 vO , 
积分 7， 内 大 括 弧 喜 滤 的 式 子 和 积分 Vs 内 的 且 他 夯 蚊 册 0<s 和 2r 


了 时 是 7 (hi<r<1) 的 均一 连续 阔 数 。 所 以 在 这 两 个 积分 内 可 以 取 
+ 一 的 栓 限 。 章 有 时 得 


lim |, TO KGSe) a) 
因 售 wo 和 儿 - 从 是 实数 ,放大 括 讨 内 是 实 量 ,但 右 沸 的 双 部 则 是 扩 
虚 量 。 


同村 可 将 
lim va 


r—=*1 


也 具有 纯 碟 数 的 值 。 温 样 ， 


= 和 -人 人 5 


200 慷 加 夯 数 论 般 要 


ds 
二 ln7 十 到 (So 一 3) 


os le op fo 
lim NH FCre) lm Re | G(s) 


1 in 
a :| 9 (gs 一 8o)2 十 In? 一 
若 照 我 们 的 假设 , 面 数 G6(s) 在 点 so 连 炉 , 剧照 已 知 右 小 等 礁 
G(so)。 
同 梯 可 种 明 , 知 点 w=7e*' 趋 认 2e 而 pC3) 在 5o 是 过 续 , 则 
六 六 Co) 趋 於 p(80)。 
过 样 ,恒山 (Weyl) 公式 (4 ) 就 元 全 证 明了 。 
中， 构 面 坐标 假定 三 个 已 知 正 数 c、!、* 满足 大 不 等 式 
a>b>e, 
命 卫 、 了 、Z 改 明 点 的 流动 坐标 ,而 * 表明 实 姿 数 。 对 时 


和 必 2 
-+ 


Q*—s (一 8 
将 篇 二 次 曲面 族 的 方程 ,它们 与 酉 面 
(1) 各 + 可 + 人 =1 


共 焦 点 。 同 时 壮 一 图 数 的 值 ,当然 假定 里 於 中 、0 且 满 足 於 不 等 
式 
8<Q“。 
全 假定 在 空间 内 取 某 一 点 (z, y, 2)。 是 否 浆 允 它 能 引 一 个 上 
述 族 豆 的 一 个 曲面 ? 壮 一 问题 针 灶 到 以 下 的 方程 是 否 有 实 根 存在 
的 问题 : 


(2) f (3)= 1 一 于 一 一 了 一 一 0。 
考察 区 网 


~/ 
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ae pg pp i 


(一 co， C2—8), (6*+ée, 0b:—é8), (6°+é, 0 —é)o 
半 雁 充分 小 的 正 数 s, 画 烧 在 过 些 区 竟 中 的 每 一 个 区 间 内 篇 加 续 ， 
但 是 在 雨 端 具 有 相反 的 号。 故 方程 《2 ) 在 每 一 个 区 阅 内 都 有 根 ， 
即 它 的 三 个 根 人 至 是 实数 。 把 它们 吓人 做 入 .人 2 且 信 
< < vo 

我 们 看 出 , 对 内 每 一 点 (2, y, 2 在 我 们 的 曲面 族 中 有 三 个 曲 
面 通过 (图 25): 根 入 计 应 
懂 面 , 根 x 对应 单 革 公 曲 
面 , 最 后 根 ”将 应 双 休 甸 
曲面 。 

量 入 Jj、v? 可 湘 底 点 
的 坐标 。 潮 些 坐 标 呈 做 天 
从 烟 面 《 工 ) 的 构 面 坐标 。 
由 此 得 知 ， 狄 卡尔 坐标 z、 
y、z 及 椭 面 坐标 入 、A、? 
之 间 站 不 一 一 对 应 。 事 买 
上 入、 内 2 不 是 z、y、2z 的 
画 数 而 是 “*、 匈 、 党 的 画 图 站 
散 , 故 点 ( 士 z, 土 y， 士 人 与 点 (4z, y, 2?) 有 同一 的 椭 面 坐标 入 、j、»。 
但 假定 我 们 考察 的 不 是 全 部 空间 ,而 菩 基 一 个 封 限 , 册 在 其 中 风 面 
坐标 可 以 完全 确定 一 点 。 

圈 25 者 出 通通 已 知 点 的 坐标 曲面 。 

现今 我 们 将 六 出 当 谭 用 椭 面 坐标 时 ,有 用 的 关公 式 及 公式 。 

根据 量 入 、 人 2 的 定 发 ， 


DW (sr) 
a2—s bb—s C2—s (02—8) (b>?— sXe —s)" 


由 此 ,十 兆 各 生 以 o 一 s 再 命 5=0 ,得 


a i i hs :| 


202 撤回 本 数论 和 山 机 


2 (0 一 NG — NW) CC —v) 

(31) 4 | Co 
同样 可 得 出 公式 

一 人 (一世 (一切 

(8) (62—o) ba) ， 


z2= 《0 EA 
(C2— a?) (ce — 0b2) 
命 (z， 9 纺 乱 空间 的 某 一 点 , 且 命 工 、 M、N 篇 通 过 它 的 椭 面 
坐标 面 。 在 考察 的 点 ,得 些 曲面 的 法 入 的 方向 儿 范 和 下 滤 的 量 成 
比例 : 


必 名 
(了 7? C2 一 入 ! 1 ” 002 一 入 
必 2 
\M) Wi! Bs’ Br 
Cr $s YY _7 


令 提 出， 


| 2 ~ 
(CN Cm CN CD) Cy 


-元 二 | 二 4 2 
入 一 风 【C2 一 人 TR Q@— Ob— 0 


故 曲面 工 及 MU 正 灾 , 对 认 荆 及 妨 、 用 及 也 有 同样 的 瑚 保 。 
演 样 , 构 面 坐标 是 空间 正 交 曲 穆 坐标 的 一 例 。 
仿 氟 求 在 贿 面 坐标 内 弧 的 微分 式 。 把 (3) 、(32) 取 太 数 合 再 
微分 ,得 


»_ dA du dy 

“一 Ra ww— a2 + 2 一 C2 
dy__ dd an day 

(4) 一 
dz __ aX QH dy 

2 NR ht pe 
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用 淖 些 公式 能 匆 通 过 米面 坐标 的 微 委 下 当 
ds? = dy? + dy + A 
最 合 导 一 公式 将 有 以 下 的 形状 
ads: = dM M? du N°? dv”, 
因 根 据 曲 面 坐 标的 正 交 性 ,不 同 微分 的 乘积 的 项 相 消 。 
、 至 长 均 到 傈 散 了 工 _M、W 也 不 内 求 出 。 例 如 ,名 亦 于, 由 (4) 
我 们 得 出 以 下 的 者 下 式 


2 2 
CC 


由 此 再 和 寿 助 於 03.) 、《32) 求 出 


(oz 一 四 (ao2 一 站 (8 一 四 《82 一品 
4 tN y+ CA oh a + 


—h) (C0 —») 


(O° 
CY (2 一 0 (660) 
而 最 惩 一 式 可 简化 成 以 下 的 形状 


2 、. 以 一 /以 一 切 
(B82) TN 


同样 求 出 
(1 一 2 (太一 和 
全 一 (a@2—1) (02 一 内) 一 由) 
C92) CC 


(@2~y) (bv) (Cy)° 
构 面 坐标 奥 狄 卡 泵 坐标 中 间 光 应 的 非 唯一 性 能 锡 洽 去。 篇 

此 , 梯 面 坐标 入 4、? 需要 用 一 定 的 方式 通过 椭 因 画 数 改过 出 来 。 
命 

(6) —s=6(U)+4 

且 由 人 条件 

(7) 4(a2—s) (6~—8) (0 —s)=46(U) -ga (0)— gs, 

确定 画 数 Y 的 不 变 式 go、gs。 在 (6 ) 内 虎 次 用 e、 扩 、6 代替 s 且 


i. 


204 糖 加 雄 数 入 焕 可 
同上 蛙 尘 应 地 以 se、 6 代 4(D)， 得 

一 0 一 6 十 4 

一 久 一 6 十 4 

一 和 一 6 十 44， 
由 此 得 A=— (a+ dt) 
z 


m= tb) ~ g :一 2， 


2 072 
= 二 (a+ 0*+c’) -bt 


2 172_ 92 
m= 地 《c“ 十 0 十 C2) -m= 多 。 


慎 训 我 从 有 实数 的 情形 。 因 全 体 的 根 cl、e、es 都 荐 实数 。 故 中 是 
正 数 , 而 是 腊 数 。 引 出 岩 数 久 、v、w 代替 椭 面 坐标 入 、 久 、z, 在 
( 6) 夫 有 硕 次 以 A、L、z 代 s， 而 同时 对应 地 以 w 2 代 DO 则 将 
有 
N= et te gy), 


2 2 
/= 卫士 5 十 一 一 人 (o)， 
y= 位 + + 一 多 (ww ) 。 


现 将 竹 些 式 代 人 到 久生 和 六 《3 、(\32) 内 , 则 有 

_ 1% (Ww) —e3] [$ (9) —es] I$ (02) -el 
ez 一 63) (Er 一 6a) 

[eco)- (W) 一 人 | [$ (wv) —62] [8 (2w) 一 
《6@i 一 《2 (ea 一 — 6€2) 

_ [$C() — 6 [8 (2) 一 后 [$Cw) 一 时 
(62—€1) (63— 81) 

如 我 们 所 知道 的 ， 右 渡 是 某 一 些 有 理 型 画 数 的 平方 。 故 天 下 
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方 ,得 出 z、y、z 是 参 散 wo、 w 的 单 什 画 数 。 
器 想起 § 15 的 公式 ,可 以 写 出 
ps2 Os(Wos(V)os(WwW) 
ze 0 oa ov ar) 


y 一 一 aoag2 (cw2) Os (WU)O2V)G (Ww) 


oo aw) 


pA ,i Pe (al ) 四 GT1 (2w) 


ooa(v ow) ° 
在 过 些 公式 中 用 4 十 21 代替 ,但 量 人 必 不 动 。 因 


Ia(V 十 201) _ os(WY) 
o (V+ 201) ow) ’ 
0a(2 十 2 ) _ os(1) 
0 (V+ 20w1) CCC ’ 


01(WT+ 201) 一 | CU) 
o (V+ 201) gow) 


故 对 谎 道 一 楼 换 , z 不 改 人 ,但 zx、y 均 楼 号。 汶 座 套数 增加 另外 


的 过期 , 则 量 >、y%、z 受到 同样 的 多 化 ,如 下 发 所 示 : 


WW z 4 十 2 化 十 2003 4 十 2co3 
=— 交 uw 1 
y ~—y y —y 
g 区 一 多 — 


在 另 一 方面 , 改 释 以 的 吴 , 基 三 个 坐标 x、y、z 全 杰 号 。 

由 此 ,我 们 可 以 挑选 wv、w 的 杰 域 ,使 道 此 参数 与 从 标 z、、 
z 之 间 的 对 腰 是 一 对 一 的 。 

熙 。 用 梯 面 坐标 垃 这 的 拉 曾 粒 斯 方程 ”假定 在 拉 普 拉 斯 方程 


内 引用 任意 的 正 交 曲 入 坐标 和 、 上 ”以 区 代 狄 卡 坪 坐标 Z、y、2， 
则 改造 后 的 方程 将 具有 以 下 的 形状 


! pi 人 i Er 
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革 ( 了 听 )+ 商 (于 六)+ 训 (条 六 )=0 
其 中 上 、 放 、 六 是 这些 坐 标的 弧 的 微分 式 
ds = I? dM + M? du + N? dy 

内 的 一 散 。 省 个 事实 是 属於 拉 梅 (Lame) 的 (1834), 寿 常 在 向 量 解 
析 教 程 中 有 广 明 ,我 们 可 以 说 篇 它 旺 底 知 的 。 

将 椭 面 坐标 取 篇 入 、 久 、v， 雍 利用 前 凶 求 出 的 工 、 对、N 的 式 
于 ,我 们 得 出 以 下 的 方程 : 


-5400 机 14 起 +e-D4 办 贡 140 下 + 


F(A—p) 4Cv) DB-) dv) S21=0 
其 中 
Ap)= NV (ap) (0 —p)(e—p) 。 
今 半 出 最 、v、2 以 否 代 坐 枝 入 、w、v。 效 换 的 公式 在 前 季 已 
缀 得 出 。 根 据 吉 些 公 式 ， i 


(1) + 
十 《各 (CO) 一 和)) 9 人 =0。 
我 们 将 寻求 过 个 方程 具有 以 下 形状 的 特 解 : 
(2) p=UV Ww WY) 


UVWIEV)— 8 0} FV WU — 0 } + 
/ +tW'UV EQ)— Cw)}=0, 
由 此 得 
和 
有 小 是 名 (ww 的 一 次 整 丽 数 。 帮 下 式 必 须 成 立 : 


f al A i 3 


1 2 
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(8") =A+BY), 
其 中 4 及 B 是 常数 。 此 外 ,比较 等 式 (3 ) 及 (3") 的 右 潍 , 有 


V” Qo) _W” %(w) 
V 人 G2) W Cw —Ov) 


poW!’ Br 1 
W COE 0) 0 一 人 0 


用 名 (w) 乘 莹 些 方程 的 第 二 个 ,再 与 第 一 方程 相 加 ,得 


pi! 
A+ BEY) = Le ， 


同样 求 出 A+BY(W)= 


坦 梯 我 们 得 到 以 下 的 精 果 : 若 男 数 避 .天 歼 营 z 分 别 等 谎 俯 、 
Y、20 时 六 足 方程 


(4) SY 一 [4 十 刀 VCz)]9 


则 夯 数 (2 ) 将 需 方 程 (1 的 转角 ,其 4、B 是 某 雨 个 常数 。 

我 们 所 得 到 的 方程 是 拉 梅 首先 研究 的 。 他 指出 ,B=nCn+1)， 
其 中 % 是 正 整数 , 目 适 当选 择 4 后 , 写成 的 方程 可 积分 篇 椭 图 画 
数 。 对 大 每 一 个 自然 数 n, 他 求 出 拉 普 拉 斯 方程 的 特 解 , 生 藉 助 大 
得 些 特 解 作 出 通 解 。 

方程 (4 ) 的 以 后 的 研究 是 属 故 埃 泵 米 特 (Hermite) 的 。 埃 锁 
米 特 的 某 些 业 果 将 放下 节 内 半 出 。 四 

656, 拉 梅 方程 避 一 方程 是 用 相同 过 期 的 椭圆 而 数 作 保 数 的 
守 次 入 形 微分 方程 的 特殊 情形 。 关 太 导 样 的 方程 , 举人 惫 (Picard) 
有 一 普通 的 定理 。 二 一 定理 断 首 , 车 过 样 方程 的 通 解 是 有 理 型 画 
数 , 划 导 一 方程 籍 助 从 具有 相同 过 期 的 第 二 种 色 过 期 画 数 可 以 入 
分 。 同 时 ,依照 埃 泵 米 特 所 述 , 若 夯 数 (有 理 型 的 ) j Cu) 满足 认 

jw 十 2o) 一 AD)， 
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jw 二 20 ) = (),) 
出 号 做 用 2、2o 作 过 其 的 第 二 种 甸 过 期 本 数 , 其 中 风 、 凡 是 常数 
( 咱 做 醒 数 的 因子 )。 
因 篇 我 们 很 想 知 道 拉 梅 方程 , 故 将 叹 明 在 二 朔方 程 的 情形 的 巡 侨 定理。 读者 容易 
庶 理 一 般 情形 的 性 明 。 
遗 样 , 命 已 知 的 方程 篇 | 
(1) yf mY 49 Y=0, 
其 中 f(z)、g(z) 是 用 2w、2w’ 作 肖 期 的 慷 图 柄 数 。 命 进 一 方程 的 通 解 篇 的 有 理 莉 
本 数 。 
取 茶 一 特 解 
Y=)o 
陨 数 0(z 十 20) ， PL+4w) 
志 是 我 们 方 独 的 特 解 。 但 因 方 程 共 有 两 个 一 次 独立 的 特 解 , 故 
(2) p24w) =ap (人 十 Byp(Z 于 20)， 
其 中 a 及 B 是 茜 二 个 砍 定 的 常数 。 
今 考察 函数 
yt) = 和 ap(z) 十 Xap (2 十 290)， 
它 是 方程 ( 工 ) 的 特 解 ,XML、》 是 任意 的 常数 。 由 42 )， - 
wy TT2w) 一 和 ID 十 20) 十 和 3LaO (Z) 十 pp(z 十 2o)]a= = 
一 oap (2) 十 (1 十 Ba)0(z 于 2w) o 


过 的 要 求 峭 (2 十 20) =ny (72), 
其 中 4 基 常 数 。 慎 一 要 求 化 篇 以 下 的 关 保 : 
2 = HI, 
3 
和 {poor pe 
由 此 得 出 确定 4 的 方程 : 四 
A2— HB—a=0, 


当 4 求 出 征 , 由 方程 粗 ( 3 ) 可 求 出 比 i 


| 姑 =p-p。 
尖 样 ,使 | | 
(4) 区 (z 二 20) = 人 ye 
根据 坦 个 特 解 和 从 前 由 理 p(z) 腥 伴 来 度 理 , 字 的 特 解 yz) 就 求 出 来 了 so 但 取 20 


代 尘 2w, 期 得 三 合 : 
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Fm)=AY(T) + Ny (r+2), 
使 . 有 (2Z 十 200 ) 一 及 下 2) 
其 中 上 又 古 茶 一 常数 。 因 篇 根据 ( 生 ) 有 
T(rF+20) = HF (7r), 
改正 (z) 是 第 二 种 欣 届 期 醒 数 。 但 避 古 我 们 方程 的 特 解 。 
现在 烙 助 於 慎 一 侦 解 来 降低 方程 式 的 籽 。 篇 此 , 命 


y=F (7x) 12 GZ。 


我 们 的 方程 释 篇 
F(r)2 2F'(7) ?+ (2) F(r)2=0 

或 sz/ 十 [2 二 +/ (Dle= 0。 
尊 个 方程 的 保 数 是 用 前 过 的 通 期 作 篇 肖 期 的 栅 轿 丙 数 。 

识 我 们 考察 »' 烽 而 不 是 二 级 的 方程 , 则 我 们 就 得 到 ?一 工 航 的 方程 。 而 且 对 长 它 ， 
腾 当 重 徐 麻 用 施行 评 原 来 方程 的 对 论 。 我 们 已 得 到 , 新 的 方程 至 洗 具有 一 个 特 解 是 第 
二 种 能 油 期 部 数 。 

现 信 的 情形 ,4 可 直接 求 出 : 


y= oT EAS 
上 有 容易 看 出 , 道 是 一 个 第 二 种 又 汤 期 卫 数 。 
道 样 , 当 套 考察 的 特殊 情形 ,举人 姻 定理 就 琴 明 了 。 
今 转 到 拉 梅 方程 


(5 ) .= [an 十 De(w 十 1]y。 


我 们 假定 % 是 自然 数 , 而 对 蕉 常数 1 没有 任何 限制 。 

道 一 方程 的 通 解 是 有 理 型 丙 数 。 

颁 了 玲 明 , 雇 注 意 , 道 个 解 的 奇 及 点 在 有 限 距 衣 内 自 有 画 数 8( 的 极点 。 

例如 , 取 极点 4 二 0， 供 据 微 牙 方程 理 坦 的 一 般 方 法 , 求 我 们 方程 的 所 的 宕 级 数 形 
式 的 特 解 。 我 们 作出 籽 数 , 使 它 形式 地 满足 我 们 的 方程 。 圳 些 故 数 特攻 包含 丸 的 整数 
次 宕 , 且 它 的 痛 数 宕 的 项 有 有 限 个 。 

但 因 潜 些 级 数 在 点 v= 0 的 东 一 因 近 收 化 (点 “=0 本 身 可 能 除外 ) , 故 点 w=0 或 
篇 正则 点 或 篇 极点 。 应 用 同样 的 方法 到 画 数 (2 的 其 他 极点 ， 则 可 性 明 我 倘 方 程 的 
通 解 的 有 理 型 性 。 

通 样 ,我 们 现在 来 求 形式 上 满足 拉 梅 方程 的 级 数 ,人 需 方 便 起 见 ， 合 


n(n 二 Dw +i= 2 十 2 dur 
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且 命 Y= te > Crur (Co0)o 
涤 冰 一 级 数 代 入 方程 内 ,得 


Cr kt oa) kta Turta-2= 


一 | (十 二 十 > A2 wr | > CR +a-2, 


比较 两 中 的 傈 数 , 得 
Cow(a) =0, 
Cw(lat+1)=0, 
Csw {a+2) +C0A2=0, 
Cw {a+3) +C1A2=0, 
Cm (t+ 2m) 十 Com-242 十 Comn-444 十 … 十 C0420 0， 
Cam-10 (a2m— 1) TF C2m-sA2t C2m-sA4t +C1Aom-s=0, 
其 中 wT)=77—1) -nN 1)o 
因 Co*0, 记 a 必须 古方 程 


~ w(a)=0 
的 横 , 议 on 上 1 
或 A No 


涤 惟 遗 些 假 谣 中 的 每 一 个, 我 俏 都 可 取 

Ci=Cs=C05g= =0。 

对 於 保 数 Cz 的 药 定 ,我 们 有 下 面 的 方程 
Comw {ui 2m) 十 Cam-242 十 … 十 Co42m 三 0 
若 w(a 十 21) 水 不 等 於 军 ,从 省 夷 下 可 以 求 出 全 体 的 Coke 但 方程 
wz) =0 

像 我 合 已 婚 指 出 的 ,有 要 

z=N1l, w= -nhn, | 
且 导 一 棋 之 差 是 奇数 。 因 wa) =0, 故 w(a 十 25) 对 从 任何 的 自然 数 都 不 能 是 等 。 
我 们 看 出 , 浸 一 极 数 科 舍 释 数 的 整数 次 攻 ， 且 有 由 数 棒 的 项 有 有 限 个 。 因 此 定理 就 竹 明 
本 o 


我 们 现在 来 应 用 举人 铭 定 理 。 
命 p(w) 是 方程 (5 ) 的 特 解 , 它 是 因子 篇 人、 的 第 二 种 链 遇 
期 沙 数 。 这 出 画 数 
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PD DO 
其 中 入 及 a 是 未 确定 的 常数 。w 加 通 期 20、2w ,得 


一 (UT2w) ,2n4 0 (wu) 一 - 2 一 人 
JU 二 20) 一 HP (De oa he jv) 


及 lt) pm me ly), 
今 使 Jo) 具有 通 期 20、26 以 确定 a 及 X。 入 此 ,需要 


EC 一 2(09 一 和 iu) 一 以 ， 


或 o 一 7 一 二 In lw 


WwW 和 一 人 7G 一 51n 1 
道 一 入 方程 的 行列 式 
ON 
不 是 老 。 也 就 是 说 需要 的 量 4 及 入 存在 。 / 

弃 然 小 (w) 是 椭 图 画 数 , 所 以 它 可 以 通过 o 画 数 依照 其 办 点 
及 极点 裘 巡 出 来 。 

我 们 假定 画 数 pC%) 在 点 v= 0 处 具有 7% 拉 极 点 。 故 由 (ww) 在 
该 点 具有 7% 一 1 航 的 极点 。 此 外 ,由 (Ww 在 点 v 一 5 契 具 有 一 航 的 杨 
点 。 命 

CT G2 Cn 
是 函数 2() 震 点 的 完全 系 , 且 命 
Qi1tas+ "Tan=0; 


削 时 有 j=0 ZW 一 0 人 一 92 GW) 


oa)[o(w) | 


mo WANDo YQ) 0 Qn) 
故 PKU Cr [ec (Ww) ] 从 9 


得 到 的 公式 包 仿 常数 入 , 41, a，， “yg Cn) 它们 诡 党 这 标 人 克 定 、 
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使 考 欠 的 画 数 满足 方程 (5 )。 
党 n=1 了 时时 些 常数 的 确定 特别 简单 。 现 邻 想 详细 的 讨论 这 
一 情形 。 
方程 具有 以 下 形状 
4 一 [2 0) 十 站 yo 
在 讲法 我 们 有 特 解 
二 
olw) ° 


想 要 把 过 一 面 数 代入 拉 梅 方程 内 , 先 求 oo 的 对 数 的 潮 数 : 
Nt) te) 
其 次 再 求 出 : 
gD) Out + EN) te 


故 下 滤 的 恒等式 必须 成 立 。 国 
280) 十 [一 和 (一 《十 9) 十 [ht luta) — -GO] 
它 可 以 写成 以 下 形状 
PO) + Ot ti [ttt0) -LD)]’, 
或 


FO) — Ya 
-9O+ 了 [全 go - 


人 (0 一 人 (CC) 
= [< 一 + 也 eS ] 。 


容易 看 出 , 进 一 司 等 式 党 且 路 沉 
《 (a) =l, 
bla) 一 人 
时 才 成 立 。 溃 样 , 当 n=1 时 拉 梅 方程 具有 特 解 
y= YC) = 
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用 一 a 代 4， 得 出 另 一 特 解 : 
ot TU) 


Ys 一 
CU ) 
车 a 不 是 趾 肖 期 ， 即 假定 1 ($= 二 1, 2, 3), 剧 它们 是 一 次 独立 
的 。 / 


站 


57. 尘 伽 关 於 整 夯 数 的 定理 ” 汪 个 定理 说 :对 於 任何 黑帮 党 
数 的 整 面 数 ,/2), 不 能 多 於 一 个 有 限 值 a, 使 方程 
f(z2)—a=0 
没有 根 。 
我 们 现在 水 滚 过 个 定理 , 它 的 广 法 是 旱 伯 本 人 狂 和 与 的 。 
假定 整 贾 数 jz) 不 能 取 雨 个 有 限 的 互 黑 的 值 a、5。 有 天 
g(2) = 2 uw 


也是 “个 整 硬 数 , 目 不 能 取 值 0 及 i 

回想 起 在 $ 22 内 研究 过 的 模 画 数 入 = 入 (7+) 。 汗 一 丽 数 将 氢 域 
D, ( 关 开 图 9 帘 像 怖 有 切断 的 簿 面 , 温 切 产 治 全 轴 (1, co) 及 
(co 0)。 

反面 数 + 二 +(X) 在 没 有 切断 的 入 平面 上 是 无 限 多 佳丽 数 , 有 
它 的 分 歧 点 是 X= 0、1、<o。 转炉 过 些 点 的 每 一 个 旋转 一 过 , 量 * 
便 受到 车 Zs 内 某 一 释 换 的 改变 。 

仿 把 画 数 
(1) t[g(z)] = 402) 
看 作 z 的 画 数 。 假 设 在 某 一 点 % 我 们 挑选 量 r[g(z)] 的 可 能 全 
之 一 , 且 假 定 在 另外 的 点 z? 上 我 们 确定 丙 灿 r[g(z)] 使 它 保持 过 
村 性 。 用 过 种 方法 得 到 的 解析 西数 G(2) 是 单 值 的 广 ? 得 一 问题 
的 答案 是 表 定 的 。 

事实 上 , 命 点 z 在 z 在 面 上 搞 输 了 有 曲 入 C。 示 时 和 =9(z) 在 它 
自己 的 平面 上 描 奏 角 曲 粮 荆 。 过 -一 闭 曲 穆 民 的 内 部 不 包含 点 


314 述 贺 本 数 圾 类 于 


rp Tr 


和 二 0 及 点 入 =1。 于 实 上 ,在 相反 的 情形 中 , 改 驾 曲 入 0, 我 们 能 物 
巡 到 ,使 相关 的 曲 稳 本 经 光 点 入 =0、 和 A=1 中 的 一 个 ,但 由 假 坡 , 避 
是 不 可 能 的 。 计 样 , 当 点 z 描绘 于 曲 斥 时 点 入 =g(z) 不 能 料 男 数 
+ 入) 的 任 一 分 歧 点 措 纵 于 曲 稼 。 故 > 过 样 地 构 化 上, 丽 数 (1 ) 不 
发 生 释 化 , 因而 必 的 单 值 性 得 以 证 明 。 

因 需 Sr> 0, 故 夯 数 ( 工 在 z 的 全 平面 上 满足 不 等 式 


SG(2)>0, 
故 图 散 
( 9 ) etG (2) 
在 变数 > 的 全 在 面 上 满 症 礁 不 等 式 

| eG (2) | <1, 


由 和 留 生路 定理 , 知 画 数 (2 ) 必 须 篇 常数 ,但 如 果 原 来 的 图 数 
(2) 不 是 常数 的 话 , 过 基 不 可 能 的 。 

尝 像 在 1879 年 谤 明了 他 的 定理 。 

以 后 包 菜 里 《Borel) 注意 到 了 定理 的 非常 一 般 的 性 质 与 蕊 的 
证 明 的 极 往 特殊 的 方法 之 阅 的 显 朋 的 括 稻 。 

在 许多 年 内 所 部 的 蛙 伽 定理 的 研究 ,以 及 第 一 个 更 一 般 的 沧 
伽 定 理 与 中 其 有 关 的 许多 应 用 , 公 经 是 数 举 家 们 注意 的 中 心 。 现 
在 , 求 出 上 述 命题 的 非常 简单 症 法 ,不 依 顿 特 殊 画 数 的 特殊 性 里 而 
只 根据 责 数 论 的 一 般 原 理 。 

但 是 应 该 提出 , 在 某 些 和 与 旦 爷 定 理 有 关联 的 命题 中 ,建立 了 
些 估 证 式 。 同 时 ,篇 了 要 得 到 估计 式 ,导出 模 画 数 是 不 可 避免 的 ， 

在 下 节 内 我 们 将 法 出 有 员 迁 方面 的 一 个 票 重要 的 定理 。 

58， 储 道 定 理 ” 潭 个 定理 可 均 述 如 下 : 届 莫 粗 散 

f2) =Q0F na (an#0, n>1) 

在 中 心 是 点 z=0、 秆 径 是 的 图 内 收敛 , 且 不 等 稚 数 值 0 及 1, 则 
温 一 圆 的 牛 径 尺 不 超过 某 一 量 , 省 一 量 自 与 tao、 0n、n 有 湖 : 
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RE<op(a0, on, 2) 。 

可 网, 在 考察 的 定理 中 提 到 了 夯 数 p(co, ou %) 所 车 的 合计 
式 。 在 苦 道 定理 芒 明 的 过 程 中 ,我 们 将 求 出 划一 夯 数 正确 的 式 子 。 

朝 道 定理 和 前 节 所 考察 的 学 伽 定理 的 关 傈 是 很 明显 的 。 

事实 上 ,假定 不 等 蕉 数值 0 及 1 的 整 画 数 gCz) 不 是 常数 的 话 ， 
划 在 傈 数 ao, 01,… 中 , 由 第 二 个 起 ,能 找到 最 初 不 是 雾 的 一 个 , 命 
它 是 mw。 按 照 兰 道 定理 可 以 指出 过 样 的 圆 ,在 过 贺 内 9(z) 至 少 可 
等 其 数值 0 及 1 中 的 一 个 ,过 与 假设 违背。 

温 样 , 蛙 伽 定理 是 兰 道 定理 的 推荐 。 

现今 来 性 明 苦 道 定理 。 

TI1(2)|—T(ao 

取 数 。 0) = 了 f= 
洽 赛 TCao) 是 画 数 r[7(2)] 在 点 z=0 处 能 取 的 数值 中 的 一 个 。 醒 
数 T[f(z)] 在 图 |z| <R 内 另外 点 的 值 是 涅 样 挑选 的 ,使 它们 保持 
连 禹 性 。 像 在 办 伯 定理 内 相 党 的 情 沈 一样 地 可 菠 明 , Q(z) 在 领域 
|z| < 内 是 正则 醒 数 。 其 次 ,容易 看 出 ,党 |z| <R 时 有 


| QC2) | < 
及 0) 一 0 
因 篇 fC) 一 0o 十 Ga2 十 
故 对 谎 2(z) 得 出 族 开 式 
90 -y+ 
按照 柯 西 不 等 式 , 有 
了 《do) ， 

2Sr(co < 已 

也 就 是 R<Y Ta eT eT 


所 余 的 证明 是 :我 们 所 得 出 的 那个 佑 计 值 是 正确 的 , 印 
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nn 2 Ta 
9 (qo, (Ly DA 


珊 我 们 希望 对 亦 某 一 画 数 f(z) ， 有 下 挡 的 等 式 成 立 
ST(a0) 
= Va CI 
则 需要 ,想法 使 对 应 的 函数 
(2 一 人 2 十 … 
满足 於 不 等 式 
| 2(2)1<1 (lz|<B), 
且 有 下 滤 的 等 式 成 立 
|4,| = 
但 过 是 副 明 在 园 内 正则 的 西数 
0 (2) 
(a) : 
的 模 数 应 党 在 点 := 0 处 巡 到 它 的 极 大 值 。 故 考察 的 比 《(« ) 应 划 
是 常数 : ， 


i 


2() = 三 jr (lsl=D)。 


由 锋 式 i zt{ f(z2)]1—7(ao) 

先 求 出 t[f(2)]= Ta Br re)” 
达 人 (GO 六" 一 过 ; . 

然后 得 出 f (0) = NTR ra) er), 

故 下 渴 等 式 


_ 2Nr(a0) 
RN aT Tao)) 
的 可 能 性 被 荐 明了 , 序 我 们 的 估计 值 是 正 雁 的 。 


59. 具有 代数 加 法 定理 的 有 理 型 画 数 ” 蔽 有 理 型 西数 po) ; 
它 使 下 雍 的 恒等式 成 江 : 
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hi 


(1) FloG1+22), (21), 9(22)1=0, 
则 计 一 画 数 具 有 代数 的 加 法 定理 , 其 中 卫 是 它 的 多 数 的 某 一 个 有 
理 整 琅 数 , 

前 小 我 们 已 经 看 到 ,全 体 的 椭 图 机 数 都 具有 代数 的 加 法 定理 。 
炙 仿 的 椭 图 画 数 有 具有 过 样 的 代数 加 法 定理 (者 不 允 直 接 检查 ) 的 ， 
是 有 理 型 单 过 期 事 数 和 有 理 图 数 。 

衡 锁 斯 脸 拉 斯 全 证 明 不 再 有 其 他 的 画 数 也 具有 代数 加 闭 害 
理 。 

假定 我 们 能 证 明 全 苯 的 黑 认 有 理 夯 数 的 有 理 型 本 数 , 凡 基 有 具 
有 代数 加 法 定理 的 必须 具有 过 期 , 旭 本 页 斯 股 拉 斯 定理 将 被 苹 明 。 
事实 上 , 此 和 合共 剩 下 考察 雅 各 比 定理 了 , 按照 这 个 定理 , 具有 机 期 
的 单 值 解析 画 数 ,或 者 是 单 过 期 的 或 者 是 色 明 期 男 数 。 

命 有 理 型 画 数 p(z) 具有 代数 加 法 定理 (1 ), 其 中 了 篇 关於 第 
一 个 楼 数 的 m 次 多 项 式 。 

依据 奥 斯 古都 (Osgoo0d) ,可 利用 浴 伯 定理 , 宅 的 特殊 各 形 我 们 
在 上 浊 已 经 落 朋 (8 57) 。 浊 台 我 们 需要 蛙 伽 定理 的 一 般 形 式 。 他 
说 :车 ./z) 蚌 单 值 沙 数 , 具 有 扳 并 的 本 性 谓 旺 点 , 卓 在 它 的 任意 的 
痢 近 ， f(z) 可 取 任 何 值 , 最 多 可 能 有 二 值 是 例外 。 前 瀑 考 察 过 的 
情形 ，f(z) 是 超越 整 图 数 。 

. 取 基 一 数 C1， 使 它 黑 於 p(z) 在 点 2 一 co 的 痢 近 所 取 的 那些 
值 。 在 址 种 情形 ,可 指出 % 十 1 个 不 同 的 点 

z . CQ0 O19 “Cn 

使 (am 一 CO (k=0,1,.…, m)。 

放样 ,取出 画 数 (2) 的 正则 点 6, 使 点 

co 6, QC *, Ont 

也 是 p(2) 的 正 旭 点 。 显然 过 色 太 全 体 的 无 分 接近 蕉 5 的 2 都 成 
立 。 取 所 指出 的 和 这些 之 中 的 一 个 作坊 z， 考察 方程 
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Firs, 9(2), O01 =0。 
过 一 方程 具有 mr 十 1 个 根 
ZX 一 OZ 十 ok) (Fh=0,1,..., m)。 
按照 我 们 的 条件, 过 些 根 不 能 互 届 。 印 关 太 点 6 的 某 一 轩 近 的 每 
一 2 有 下 瀑 的 等 式 下联 
9p《z 十 or) 一 pz 十 ce)。 

数 针 (or as) 可 以 由 > 的 一 个 值 购 到 另 一 个 值 。 但 因 冰 些 * 的 
值 有 无 窗 多 ， 而 数 对 (ww) 的 个 数 有 限 , 故 至 少 对 内 某 一 数 湖 
(ap 00) ,等 式 
(2) V(z 十 ap) =9p(2+ 0) 

对 帮 点 z 的 无 罕 集 合 全 满足 , 但 址 些 点 z 具有 极限 点 5， 在 该 熙 ， 
9(z) 是 正则 的 。 由 此 按照 解析 范 数 的 人 性质 得 ,等 式 (2 ) 是 恒等式 。 
过 就 意味 着 9(z) 具有 负 期 


ov 一 ao。 

定理 征明 完了 。 

60. 解析 夯 数 的 需 利 哀 级 数 “在 本 节 内 我 们 将 考察 具有 过 期 
2 且 在 实 轴 上 正剧 解析 的 画 数 。 : 

某 一 个 正 旭 带 域 属於 每 一 个 过 种 西数 /2)， 即 在 界 基 二 直入 

/一 一 4， Y=pB (a>0, 8>0) 

疝 的 最 大 的 带 域 内 画 数 需 正 则 的 。 在 演 两 个 直 糙 的 每 一 直 粽 上 入 
考察 的 画 数 (2) 至 少 有 一 奇 办 点 。 

定理 1， 命 f(z) 篇 用 2z 作 通 期 的 解析 丽 数 , 且 在 并 带 域 

—a<y<b (o>0,5>0) 

内 篇 正 旧 的 。 其 次 , 命 


[i 
2 Cie 
r= 一 0 


篇 画 数 了 (x) 的 富里 巳 级 数 。 
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在 通 种 情形 ,不 等 式 


le_x| < Me™ 
(1) me (p=0, 1,2,.…) 
下 


成 立 , 其 中 1 是 基 一 常数 (与 5 无 并 )。 
说 朋 考查 用 / 
(0, 0)， (2x,0), (2x,6), (0, 2) 
作 顶 点 的 算 形 。 画 数 了 (2)e” 在 道 一 和 矩 形 内 及 境界 上 篇 正 嘎 的 。 
故 应 用 柯 西 定理 到 遗 一 画 数 ,得 出 等 式 


也 b 
| f (wv) er om 十 | (2r+ oy)e "Ydy+ 


+| fotid)em madoto) fe dy=0。 
按照 画 数 3) 的 过 期 性 ,第 二 个 积分 与 第 四 个 积分 相抵 诊 。 故 
| f (ver qi 一 | (CC 二 Je dvo 


2 


因 之 有 cs | fv dd) er dx。 
由 此 得 出 不 等 式 
| <Me™ (4=0,1,2,.), 
其 中 1 是 栈 数 f(z) 在 被 考察 的 带 域内 的 模 数 的 最 大 值 。 


同 株 可 悦 明 关於 ci 的 不 等 式 。 
定理 2. 设 下 瀑 的 不 等 式 成 并 : 
: [Cr | < Me-™ 
[er me (a>0, 65>0),， 
期 航 数 : 
5 CE 
大 二 一 加 

在 带 域 
(2) —0<y<b 


所 包含 的 任意 带 域内 需 均 一旦 绝 加 收 化 ,站 在 带 域 (2 ) 内 是 届 期 


i 
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篇 2r 的 正则 解析 的 画 数 。 


过 一 定理 的 或 明 是 很 简单 ,我 们 可 咯 去 。 
推荐 ”确定 面 数 .Ja) 正则 带 域 的 量 w、B。 等 放 


. 1 
3 = lim |} 
(3 o= a VET 
3 lim | 
、 2) p= KS 1 ET 


座 崩 命 公 式 (31)、(32) 确定 的 数 往 a、8 。 和 填 肝 对 大 任意 的 
e>0, 贞 有 充分 大 的 散 6 使 下 兆 的 不等式 成 并 : 
[ei| <e~r(e-e), 
[ex| <e-r-9。 
由 此 根据 定理 2, 知 f(z) 在 带 域 
—(a—8)<y<B—s 
内 篇 正 旧 的 ,但 因 s 篇 任意 数 , 故 f(z) 在 带 城 
—a<y<B 
内 篇 正则 的 。 
剩 下 需要 诊 明 的 是 , 过 是 使 f(z) 篇 正则 的 最 大 适 域 。 耕 则 ， ; 
由 定理 1 我 们 就 要 得 出 :在 不 等 式 
Cyl Me (kh=0,1,2,...) 
内 能 取 5>>B，, 或 内 不 等 式 
cl Me (k=0,1,2,..) 
内 而 能 取 a>a。 : 
在 第 一 种 情形 中 ,我 们 得 出 


Jim In > 
而 在 第 二 种 情形 中 ,出 有 


lim In 


十 >a 
i /lel 
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但 者 雨 个 全 与 题 没 谴 背 。 

现今 提出 , 假定 7(z) 是 整 西数 , 卓 肉 数 a、B 都 是 乱 限 大 , 而 
不 等 式 (1 ) 儿 放 任意 的 c>0、8>0 都 成 立 。 但 应 刀 住 , M 是 a、 
5 的 画 数 , 且 当 4 一 co、5->oo 时 继 限 的 增 大 ， 过 让 和 然 假 定 了 C2) 不 
是 常数 。 

用 实数 作 通 期 ( 沪 样 的 过 期 可 常 化 篇 27) 的 整 画 数 ,最 好 的 例 
是 西 他 画 数 ,我 们 在 本 叫 的 开始 就 介绍 出 来 了 (8 3) 。 

今 再 考察 用 实数 作 过 期 的 某 些 有 理 型 夯 数 。 

取 贺 数 sn sn (SY £)， / 
其 中 KK 是 用 作 模 数 的 第 一 种 完 双 椭 图 积分 。 道 一 函数 具有 授 
Te 


期 2r、 且 可 以 有 展开 式 
sn -~- So sin nvo 
[1 扩 三 1 
用 7 一 4 代 殖 4， 得 
sn -~ > (—1)"-1e, sin nv, 
故 Co 一 (0 (n=1,2,.…) 且 


sn 2 ”一 5 C2n-1 Sin(2n—1)v。 
痢 王 了 


我 们 有 下 渴 人 确定 富里 肪 公 数 C2n-1 的 公式 
Con_1 = =| sn gin (2n—1)vav 


i 


er 
2 29FK 
MT) 亚 名 


ta 


取 它 的 顶点 是 


的 平行 四 渡 形 。 沿 浊 一 平行 四 沈 形 的 境界 , 积分 画 数 
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( 4 ) sn EY om-De , 


于 注意 到 画 数 (4 ) 具 有 过 期 由 此 知 沿 雨 侧 选 的 积分 相抵 消 , 故 
得 


2 | sm 2 4 a4-Div dv+ | A sn ok Cn 一 Diu 0) ea 
ry 各 MY Sx, Xt 好 
三 十 起“ ， 


= -4Ré sn 2K9 ern, 


AIR’ 
-5K 


不 鲁 杂 的 计算 指明 ， 


(2n—I)xRr 
or at 


引入 h=e 三 ， 


1 


得 co 一 jp 一 -和 


1 
2 hh? 
坦 榜 就 有 Can-1 二 TK Than-io 


故我 们 的 屡 并 式 具有 下 滥 的 形状 


1 
ok 27r ~ hh ， 
mT Ti DY, 


在 性 宫 ,收敛 的 带 域 是 
So|<S 罗 六 -。 
在 同 楼 的 带 域内 ,下 渴 的 展开 式 成 立 


2 及 _ 2r 避 思 os(2n 一 9 
kK n= 1th 


2Kwy 2 he0g 2ny 
dn + 乏 怪 IT 于 季 * 


而 丘 二 在 肖 _， 大 矶 的 二 界 上 孚 及 | 


附 绿 贡 重要 公式 卖 


【， 基 础 的 三 角 画 数 


1 AN - 攻 - 
Sin UU=u I1'(1- -ep 


MA 
1 a ， 
人 
ct 记忆 一 二 了 pe oe n sin 4 
1 se 1 I i ee 
二 引证 十 之 (WU—~ ME mY 


IL， 稀 区 斯 脱 拉 斯 画 数 


a(W) = ul (1- 2)e: 和 


1 / 
¢ (4) = 二 十 > (二 十 于 十 芍 ) ~ In o (Wu) 


8 从 = 地 二 Dr B= tC) 


{ Cs 
02 二 00 Sv; 93 一 140 > 


(Ss=2mw-2mw)) 


im 


o(— 人 = 00): FD=70); -WD= 0 


= 


mk di i | 


22.8.:8 22.5°7 


2 ‘ 
8 (0 = 十 于 


(228) 


i : 


224 入 略 沙 数 共和 网 贺 


一 pe ii rf 


III.、 间 次 性 的 贿 傈 式 


o(W) =0 (|w, 


w) 二 0o(W; doy 93) 
SO = Uw, Y= 2 93) 
PAD = um, w)=E; 92, 93) 


ga=9(0, W); 9=93(W, w!) 


ou NON = Ww, WwW) 


Ou, No) = 天 fuloy 0) 
8 uNw, Mw) = 8 (4), wo) 
ga (No, MN) = 73 a W) 


1 
g3(AW, NW) = 893%, WwW!) 


IV， 画 数 名 的 微分 方程 


bo2(W =403(0) ~ ga (W — gs= 
=4 {8(W -er} (OW) 02) (FW 03) 


cl 十 ca 十 6 二 人 
@162 十 C6263 十 6361 二 一 GE = 于 9 
C1C263 = gs 

和 


G=T (B2708 = (61 ~ 62)2(63 ~ 69)2(63 — 21)2 


Wt = 03= — 0 Wa 


ea=8 (0) (a=1,2,3) 


附 纱 工 重要 公式 表 


“ V， 通 期 的 补充 


COUT) 一 他人 十 2w = (2) 


CUT2w) 一 (十 29 一 (0) = 


¢ (U2w) =¢ 0 + 2 / = (ww) = 


Nw 一 分 以 一 


TUU 十 20m 一 一 CsCTouaj(y (a=1, 2, 3) 


r (= net (a=1, 2, 3) 


Us (W200) 一 一 E21a( Wt Gg, (u) (a=1, 2， 3) 


Ua (U2wg) =emautonga dH) (BFAa; a, B=1, 2, 3) 


fol) = Inoalw) (a=1, 2, 3) 


fat) 一 UV 十 ou) 一 Ia (o=1, 2, 3) 


he i 本 


1 


228 


228 


《46 ~ v= — Am ik 


G2(U) 02(Y) 


-- 


I % 0 一 各 《71 


-- ”- 


1 9 ¢ (0W)—’() 
和 6 一 训 训 | gos Se} 


lf FW) ~ 0) 2 
Put) + D+) = = oa 


YO EV) 
各 (十 人 一 多 (一 分 一 一 Ty eo 
| FO) 你 (CO 
1 (wv) 多 (Co 


=0 (十 7 十 包 一 0) 
1 (Cw) Cw) 


0 


一 a 67) =1, 2,8 
f+ wa) -ea (a, B,7Y 9 ) 


Ye) Cr 


I Ca (W) =1,2,38 
VE 人 (= 2, 8) 


久 (w) - ~ 2910303) 


[Low] 


[| ee ee 


VII， 衔 泵 斯 腕 拉 斯 男 数 的 缕 驴 


附 作 1. 重要 公式 类 


w' 二 co WW 有 限 


1 Ti} 
-2 了 于 《 济 ) 。 演习 
G(t = SIR- 
_1/x'\? x XW 
t -1 ut te 30 
1 


go -二 ( 吉 ) (二 
2 


93—27 g3=0 


oY) = 
(到 
8(w = 


92=93=0 


6L 一 6 一 6 一 0 


人 2 人 


227 


和 
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一 ae 一 一 一 一 一 一 -一 -一 -一 -一 - PR PE | 


VIII， 西 他 夯 数 ， 简 化 公 陈 


1 XT 
h=erir, 站 一 1 , WT>0, geNiv 


1(V) = oh SIn 了 一 on Sin 3 on Sin BAU— 。。 
G2(v) =2h4 COS Xv 2 COS 3rv42h4 COS DX0 十 … 
03(v) =1-+2h cos 2710 十 214 cos 34 十 219 cos 6x0 十 … 
Dolv) =1—2h cos 270 十 2 cos 4xv — 2 cos V+ 


B.ED) = D109) D1 (ot)=+02( 
$2(v+1) = (0) ga (十 去) 一 于 页 人 
ba(v+1) =0s() ga (vt 5)=00(0) 
1 
boCv+1) =Bol) go (v 土 己 )=03(v) 
O41CVET) = hlzF1(V) 01 (zx 工 )= 士 ih Eat1000) 
人 Ba (0 十 T) 一 用 -1 于 2 人) 0» (二 三) 一 srlgs() 
Ba (4 二 站 ) =h-1isT203(%) Os (vt 茎 ) -hr19,(Y) 
0oWET) = —h-lzgT2p0(v) po (了 二 十 ih tst1p (V9) 
全 朵 的 何 他 两 数 满足 微分 方 和 
/ 90 gmi od (9=8(v|7)} 


0 at 


陶 洪 1， 重要 公式 由 229 
1X. 古 他 为 数 的 和 扰 能 来 积 展 开 式 


: 本 ris 
h=erir, i=~et » Mr>0 


Ho= TE (1 一 7 Hi= TI (L4127) 
Kzl1 k=1 

Ha= J (1+12k-1) Hs= TI (1—h2k-)) 
k=1 Ek=1 


HHsH;=1 


1(%) ~9Hoht Sin ty TI (1 ~ 2h2x cog 3xv + hr) 
z := 了 

D2(») =~2Hont COS TU 了 (1 十 2728 COS DAV + hin) 

V3(v) = Ho 下 (1 十 2382-1 cos 980 十 天 外 一 分 


Bo(u) 一 五 。 II (1 — 2h2k-! cog mv MN-2) 
=1 


西 他 厂 数 的 考点 
B19) ] G2(v) | / Oa) gov) 
1 1 1 
m+nr Nm- 十 9%T ?1 一 二 十 (n 一 计 )" m+ (n—5)" 
(Cm, n=0, 土 1， 七 2， 
西 他 训 数 在 继 数 等 蕉 宕 成 的 伍 
Br 一 如 (0) 一 277 厅 和 六 一 Da(0) = 2 
3= 23(0) = HoH Do= 20(0) = HoHs 
Wy 一 TO 3 -一 2 十 细 


F 
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X， 各 种 部 份 分 式 展开 式 


Tt>0 


If =2wemovs OI ol (0) — £270 办 2 《人 
21 D2 


Us (WY) 一 02773 C30 


enwv Oo) 
3 po 


03(%W) 
-~ A 2h2ke"-2 “Oh2kg2 | 
GD = Dt 1 3723 + 末 二 7 2 1 1 


i 2 | 1 h2k -2 万 2 大 2 
Yu Wy (3) (zg—2-1)2 十 2 让 (1— hh2Kg—2)2 | (1 — hako2)2 


__1 9 x? 1—33hx253h2x3— 
200=- 百 太 6 了 9 
_ h2k 
= 1 -24 DD rr (1— I | 


-+(5) 14+2 训 tmp 


“ Ji2k-l 
a 一 2 ) 2 TT 
“J2k-l 
2 -2 ) 2 VE 
VY 661 tN Ct 一 
MaoaivV i 
2 


~ Ci™— C3 ta ce3— 0 = 
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XI. 西 他 图 数 的 另外 夫 示 法 


Ti 


tk’'=TK 
| 
> 二 + {HK7) j= 2 + 
el 0 mm 
Galw) =Ba (He) (a=0,1, 2, 3) 

H(W) =A(W) QW) = D0(W) 
Hi1(w) = #2(w) 1(w) =Bs3(%W) 

等 点 

H(iw) Hi1(w) | OG (w) O1Cw) 
(2 也 十 二 到 十 2?7 歼 十 (2m 十 2) 下 十 
m+2nR 
42niF! niDiR | 十 (9n 寺 了 证 


(m, n=0, 土 1， 土 2， “) 


HOR)= Hi) HuTiR) =O ~ 
Ou KR)= WW Q(Tik)=H OW) 
Hi(utR)= -H(W Hi(utiR’)=A0() 
Oi1(Wu+E)=0 (0 Oi1(wTik) =AHI(W) 
Hau+ETiEN) =M\0 0) HutEN) = -L1H) 
@ ut RHE)=AH1() BuIARN = -nO 0) 
Hi(ut KiKN) = -iO 0) Hi1(u 4 2) = HW) 
Oi +iE ) =H (OW) Q(TIiR) = CW). 


i i i i .- | 


.7 
oT 2 
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XII。， 雅 各 比 田 数 
VY =1+2h+24 
F200) 2+2hst 肝 -5) 
QO) 上 十 站 十 214 十 … 
;_ @(0) 1 一 2 十 2 一 … 
Vb = 981) ”1 十 纹 十 2 以 十 … 
.1 1 Bow 
nt P= FE GO 
,7 /Ek Hi) 
Cl (VW; E) | 六 O00 
dn (wu; Kk) = Be 
Sn (U2R)= -Sn sn (ut2R ) =n 
cn (十 2 瓦 ) 二 一 Cn 1 cn uta) = —en 
dn(ui+2K)=dn%u dn(wt2iEK')=~dnt 
源 期 
gn ] en / dn % 
4FK, 2iK! ] 4K, 2K +42iK! | 2FK, 4K! 
_ cen% .rr 
sn (4 十 五 ) = sn ti) = i 
. 了 Sn HIN ot dn 包 
cn(uT EK) = A cn 十 ?五 六 i 
-大 下 过 一 1% 
dn(Y 十 五 ) = dn (WiK') i 
gn (ut EiK") = ne 
cn K+iR =— oe- py 


楼 夯 栈 数 广 毅 机 


rN SD 
dn(uTF EK-FiKR’) =ik on 


一 一 一 一 一 -一 -二 一 一- 一 :Le -or = -- 一 一 二 '-- 一 下 -mm -rn -mm- .一 
PP 四 一 -一 - .一 中 站 
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XIII， 雅 各 比 加 数 的 某 些 什 


1 


233 


234 


檬 图 五 数论 放下 


er geile = “下 


XIV， 雅 名 比 画 数 的 微分 法 .加 法 定理 


二 SDH gs2= (1— 22) (1 —k222) 
如一 Cn 药 si3= (1—22) (1 —k2+k282) 
g=dnu gr2= (1~— 82) 022 一 工 十 1 


4 on t=on Hrdn 
att 


dn U=—Sn udnud 
du 


2 dn = KZ Bn Wen 
du 


Sn Wren Vdn vgn Ven ur dn 


Sn (V+Y) = — Wan ushnid 


_ enuen vgsn udnugn vdnev 
cnt = 1 -2 sn2ugn2w 
dn tdn Tt— 28n on USn VON Yb 


dn (Wu +v) = 1 kK2 Bn2u 3812 


te 


nr rr 


ND2 本 ND2 


Sn(ut sn U0) Tn 


cn24 一 Qn240 Sn2 人 4 


cn(V 十 人 cn 忆 一 划一 于 一 有 了 BT 


dn2v— E22en2v*Sn2d 


nT dn -t= 1 — k2 Sn? Ugn2v 


i 
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eh we .mr 一 = 一- 一 一 一 一 


n Te = 了 7 (VTERL Thy 


LR) 
Cho = /oR 


EFiK’ MN 


dn = 1+ 1 -in 1—k) 


在 标准 情形 中 (0<k<1) 全 体 的 根 取 算 入 值 


0 和 = 


236 六 面 三 数 挫 酮 要 


XVI， 第 一 种 及 第 二 种 椭圆 积分 
若 点 er、e、e 在 一 直 粮 上 , 草 e 者 示 示 些 点 中 韶 的 那 一 个 


72 一 2 一 上 C3 二 1 一 C2 

ti1~— C3 e169 
"a [人 
R= | J i | FE 


-ER | Re 


车 分 号 前 过 的 撤 类 示 沿 次 粮 的 路 了 到 积 牙 , 且 玫 根 使 寥 的 实数 部 分 古 正 的 那个 健 。 
症 模 进 情 形 中 (0-<<1) 全 体积 分 都 龙 正 的 。 
NN 61 一 6 7- -az | 13= — tiv 61—63 1 十 二 a 


EEK'+EE- ER'~5 


KK iK 
"17 Ci™—&3 


OO) 一 
页 = Sn(M er~éa du; hy 


UIU) _ 一 一 一 一 ， 
gon =cn (MV C1— C3 k) 


i ~dn(V Ao e1~ es U: k) 


E(w)=| dnw'dv 


ZW) =B(W) -到 4 Oe 


Pa 


下 区 
dau ; _1 五 IC0) 
| 名 cn pi WE 3 Fy 


| dniw #2 ki © 0) 


附 线 I， 午 奕 公式 淖 297 


XYII， 西 他 夯 数 的 (一 航 ) 变 换 


~、 1 
h=erir, TT>0, = 一 全， RV 一 证 >0， i*=e 4 


PI =7 DV) t+1) 
gs(o| = 和 solr 二 DT 
Palv |T) = dotvIT+1) 
dol|7) =603(v|7+1) 


POID=~iN 一 人 CT TA rv IT) 
PVT) =~/ 一 他 /6T miro(T VT 
Ba 机 一 ww 一 和 er mibipgs(r| 了 7) 


Bo 要 三 w 一 语 er mivipa (Tv|T) 


XVIII， 第 一 个 主要 的 一 极 几 换 


和 = 让 M= 7 
5=E 1 光志 
sn ($7; = 并 
人 

dn (车 和 ) = 局 


L=- 7 4 了 /一 一 天 
WU, ,Nl snQ; 1 
Sn 村 和 = 去 en A) 
ud 1 
on (y: “en(u; E) 
4 _ dn(u; E) 
dn (六 A) = fe) 


前 让 hr i 0 | 


XX， 郎 党 炙 换 
lM 1 
= 过 x 

7Z= 3 Z= 亏 


人 ， 人 = 工 sm ken 内 


,1 (lr)sn2(u; K) 
Cn (和 一 


#， ANN_l- (1l-k)sn2(v: K) 
tn (1 N= 


又 和 XI， 高 斯 缕 换 


二 ， -1 snwh) 
sn (7 ^) M i+Esn2(u: E) 


WU. Ncn(y; kdn(wu: E) 
"(i "= ey 


4%， 1l—ksn2(u; k) 
做 ; 和 = 了 工 二 ESnztui 网 
和 亿 1+k sn2(u; k) 


91 (015)= Hr oe 


02(0|) 
2 全 -全 
2 
"= 
| 


so(| 1 )= ee 
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XIL， 第 一 个 主要 的 ”和 极光 的 


wl 1 %k) 


最 。 1 Car 
nn (: 和 = 也 ) 天 1— Neco Sn2(u; EK) 


| ww, C2r~l 
‘Dn 全 | = (wb) 兵 1 Te “Bn3(u: W) 


人 而 工 一 22co -tsn2 4 K) 
; 对 = 可 (Go 六 二 ptentbws 办 


卫 , #% 是 代数 
1 Sn2(%; 7) 
4 也， = 二 ”Corl 
on (¥ rol 1 ~ pocor-1 Sn2(0; K) 


二 一 
I C7 一 or 
全 + 和 )= M en (u; 人 roi UL— Kcor_3 Sn2(u; E) 


NW。 和 1c sn2 Cu: K) 
dn (入 + = dn (4 ; ke) Fl 1 — 2cCor1 Sn2(u; k) 


ji + 下 ~ 
i : 各 


站 » ms i a i 
和 ki 
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XXIII， 第 二 个 主要 的 % 航 名 换 


sn2(u; 无) 


Fa] 1 十 : 
sn(%; = 二 及 I sO— h 


纺 I+ Car—l 


2 1— 一 0or SN2(: Ek) 
cn(%; 》)= on 人 


Cor-1 


看 51- 一 52 1Sn2(2 EY 
人 Inn 
dn(%; ^)= dn ui ) 14 Sn2(W; }- 


C2r-1 


1B.n 是 便 数 


全 工 一 02 Sn2(%; k) 
r=1 es 
cn(%; ^)= cn (Wr) dn (wu; rk) hy 


C2r—l 

上 1 一 02 -18m2(4; k) . 

全 驮 = 耻 了 as 人 全 
dn (bY; 2) rl 1 


mr 
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4 人 TIV， 若 二 个 积分 


|a WO 一 - 工 In (dn vt-k en %) 


[a Wdu= ln (dn ~ ik gn %) 


[dnuau=i ln (cn 人 一 ”Sn u) 
du | dn wu—cen%u 
En vu Sn wu : 
2 1 dn UV 十 gn vu 
cnu WK Cn 44 
du _1 en utik' gnu 
dn i dn % : 
| 时 sau= 世 n dn utk 
Cn % 
cnuy,_ _l11., 1—Ksnv 
| 党， = FL dn % 
dnt yy 1, 工 一 Cn 全 
Sn gn u 


Gn cn 1 
| 1 dnwvw 

Cn2% k23 cent 
| =- ln 
dn? 2 地 
| __dnt 

Sn SN 

ny Sn 
CDV yg 
| dn vw 

dn ， cnu 

SN2% 8 了 4 
[St _ Sn 

CD2 从 Gnu 


, Fh E ur 2 mi = i 2 : 
inti ,pe inith Hap i i 证 王 写 - 由 作证 Lo i 二 [于 


49 杭 图 误 数 窒 焰 于 


XXV、， 在 实数 情形 中 柚 园 积分 的 计算 


[EG, y) dy 


y=M Ca a (D122) o>02 


可 {banw (2<02) 
B= = 
— (22> 02) 
Sn % 
y=M (a Cb) > 02<m2<a2 
II 
2 二 2 一 天 T=0 dn% 
a2 
y= (Wo) P< 
I1I 2 z 
《一 证 二 页 on 
y= Wad)DHD) > 
TV b2 G 
y= (Fr DF) >b 
V 2 a2— 0b? p=acnY 
a2 Sn 久 


=: bp Ep TE 


附录 JI， 解析 画 数 论 摘要 


(a ) 符 屿 及 定 闵 ” 设 c=a-bi 是 得 数 , 划 
6 代表 共 罩 入 数 (a 一 2), 
江 e 代表 实数 部 份 (a) 
当 < 代 类 乾 数 部 份 (5) ， 
1c| 代 表 模 数 (MV 92 十 总 )， 


arg 6 代表 查 角 (aretg 二 )。 
种 数 = a 十 5 表明 在 面 上 横 稚 标 、 继 笃 宗 2 的 点 。 上 壕 的 点 通常 叫做 。 点。 全 


体 满足 下 渴 不 等 式 的 2 点 


| 2 一 Cj <e, 
序 在 图 心 是 。 点 ,中 径 是 = 的 固 内 的 点 叫 化 。 点 的 卷 域 ， 更 正 秦 的 税 ~ 其 城 。 
除去 作 篇 复数 的 像 的 那些 点 ( 秆 此 点 有 时 险 做 有 限 点 ) 以 外 ,再 壮 出 所 请 无 限 述 
点 。 它 的 s- 帮 城 理 解 和 全 体 的 满足 闪 不 符 式 


< 
的 , 序 在 某 一 图 外 的 点 (个 径 是 二 )。 汗 嵌 克 定 的 在 面 , 即 斌 具有 一 个 扰 限 巡 点 的 平 本 - 


站 做 种 数 平面 。 

稳 数 平面 上 的 点 集合 假定 满 是 以 下 二 条件 ; 就 叫做 颌 域 ' (1 ) 第 合 包 含 它 自己 每 
一 个 点 的 某 一 个 卷 域 ; (2 ) 集 合 包 含 若 速 烙 其 任意 二 点 的 某 一 折 粮 。 

按照 第 一 性 质 ， 领域 内 的 每 一 点 都 是 内 点 。 若 革 一 点 不 息 它 本 入 草 且 它 的 革 一 疾 
城 都 不 属於 壮 一 儒 域 ， 则 过 一 点 叫做 遵 什 域 的 外 点 。 若 某 一 点 ， 它 的 任 一 郑 域 包含 有 
颌 域 的 点 ,也 包含 颌 域 的 外 点 , 旭 遵 一 点 叫做 领域 的 珊 异 点 。 

有 时 也 考察 站 种 的 点 集合 , 洗 是 由 颌 域 加 上 它 的 境界 点 而 得 到 的 。 赴 一 点 第 合 不 
是 人 馈 城 而 是 叫做 阴 僻 域 。 : 

若 无 限 这 点 是 某 一 合 城 的 外 点 ， 划 过 一 全 城中 做 有 团 什 域 ， 相 到 的 情形 时 化 非 有 
界 合 域 。 换 句 庄 可 ,车 有 一 正 驹 2 存在 ,使 对 怜 馈 域内 所 有 的 点 2 常 有 

lz| < 

肿 道 一 颌 域 册 做 有 界 颌 域 ,相反 的 情形 是 非 有 界 僻 城 。 

通常 了 到 竺 曾 的 一 部 份 -( 用 一 个 或 数 俩 申 糠 作 境 异 ) 篇 颁 域 。 道 些 曲 灯 名 及 沿 着 守 
们 计算 积 共 的 曲 栋 ,和 匡 要 假定 它们 是 牙 役 在 滑 的 就 绚 了 。 


不 湿 的 曲 柑 是 关 样 的 曲 粮 ,在 窟 的 每 一 点 均 有 切 糠 ， 旧 符 点 检 才 一 上 村， 竹 一 
(248) 


244 入 加 豆 数 葵 攀 可 
切 糠 的 方向 连 粮 地 改变 。 各 有 段 焉 少 的 曲 糠 是 过 样 的 折 煌 ， 它 由 有 限 个 段 粗 成 ,其 中 每 
一 段 症 下滑 的 曲 粮 。 

谈 到 别 申 桩 (或 国 檬 ) ,我们 将 经常 假定 它 自已 不 相交 。 

若 在 颌 域内 每 一 笨 开 曲 迷 相 当 太 点 ， 朗 用 连 述 变形 而 不 座 肛 僻 域 的 方法 ， 可 以 粮 
篇 候 域 内 的 一 点 , 荐 寺 一 贪 域 叫 做 蛙 连 通 颌 域 。 

相反 情形 的 领域 则 做 多 连通 领域 。 

景 简单 的 多 违 通 领 域 是 能 违 通 领域 , 在 它 右 浪 存 在 有 一 条 不 契 点 相当 的 曲 粮 ,使 
全 域内 的 每 一 个 闭 曲 炬 ,或 者 相当 於 点 或 者 让 管 估 太 进 的 于 条 天， 请 大 角 缚 僻 域 用 
连 灶 构 形 的 方法 可 以 杰 篇 所 述 的 由 各 。 

(b ) 解 析 国 数 ” 若 在 种 数 平 面 上 栓 开 某 一 领域 G, 有 旦 假定 在 领域 内 的 每 一 点 : 对 
麻 闭 确定 的 复数 w， 则 避 叫 做 在 颌 域 G 内 * 的 画 数 ( 单 值 的 ) , 且 寅 成 以 下 的 形 钛 

W=f/(2) o 
，、， 洛 ，， . ，  #= z+iy, 划一 4 十 龟 ， 
则 考察 的 事实 和 : 
u=p(T, Y), v=y(r, Y) 

一 样 。 

各 继 协 数 的 这 性 骨 信 恰 志 和 德 民 学 内 二 全 立 垦 数 的 实 面 数 的 速 扩 性 多 念 一 
样 。 

若 谢 礁 领 域 G 内 的 点 2, 不 奏 块 量 上 如 何 赵 挫 究 ,下 得 的 柱 限 存在 且 有 限 : 


lim 了 十 内 一 72) 


则 f(z) 也 做 在 。 点 是 可 复 芬 的 。 i f(z) 的 游 数 , 且 用 答对 了 f(s) 内 东 。 
证 数 7 2) 的 可 微分 性 引起 偏 洁 数 : 
3p 3p Wy 3 


[| 


dr dy” qe” 


的 存在 及 等 式 _ 


se pe ys 


遭 叫 做 柯 西 称 受 姜 程 

若 本 数 jz) 在 领域 G 户 的 每 一 点 都 可 得分， 虽 f(z2) 叫做 在 G 内 的 正则 解析 本 
数 。 
“人 弟 加 是 领域 G 内 的 任 一 点 ， 且 假 定 ja) 在 G 内 是 正则 解析 本 数 。 在 坦 样 的 饼 
(1) : 总 A400 


存在 , 洗 在 用 so 作 心 而 全 部 在 G 内 的 玻 大 的 图 内 收 敦 且 表 有 明 滁 数 了 (4) 。 

相反 的 , 具 形 状 ( 1 ) 的 团 航 数 ， 它 的 收 租 洛 斌 车 不 站 等 则 在 收 驮 图 内 六 四 MA 
析 可 数 。 

取 革 样 的 军 括 数 
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(2) : an 


篇 简便 起 内 用 第 (zj|o) 中 未 它 ,而 用 到。 类 明 必 的 收 委 加。 在 遵 一 加 内 取 某 一 点 6。 模 
\ 毛 上 面 措 出 的 事实 ,有 宕 航 数 


(3 ) 昔 (z16) = 疡 bn(z— PB)" 


存在 , 它 在 用 点 6 作 心 而 完全 属 认 a 内 的 最 大 男 内 表示 西数 出 (z|c) 。 但 也 有 可 能 ， 
航 数 (3 ;的 收敛 男 超出 加 Ks 的 境界 。 在 填 一 情形 , 贺 五 。 内 的 极 数 ( 2 ) 礁 定 的 西数 
解析 开拓 到 KK。 外 的 某 一 颌 城 。 

在 道 种 情形 , 酌 : 实行 了 直接 的 解析 开拓 。 解 析 开 拓 的 一 般 方 法 是 依 序 重 积 任 总 
有 限 数 次 的 直接 解析 开拓 。 

由 一 个 蹇 航 数 解析 开拓 所 得 到 的 全 硒 震 航 圳 《元 索 ) 的 集合 叫做 解析 误 数 。 罕 由 
自己 的 每 个 元 到 党 全 确定 。 

巍 党 注意 ,由 过 样 的 任 一 个 元 党 出 发 ， 我 们 在 一 采 列 的 开 括 以 向 可 能 得 到 新 的 元 / 
尝 , 它 的 收 钱 图 与 原来 元 号 的 收 合 图 有 共同 的 部 份 。 辐 时 在 慎 一 共同 部 份 内 新 元 瑟 的 
慎 和 原来 元 亚 的 值 可 能 不 相同 。 换 句 庙 静 , 解 析 并 拓 的 过 程 可 能 使 嘱 值 性 失去 。 

(c ) 表 於 种 分 的 各 种 命题 “ 曲 贸 C 上 连 纺 的 剖 数 /2) 的 程 数 糠 积 笋 


|, fae 


办 机 息 积分 和 
Df) (ez 一 二 
的 柱 限 。 若 命 J (8) =u+iw, 
则 考察 的 种 分 能 通通 有 具 忆 下 形状 的 实数 棕 积 分 
| ‘et, Way as 


玉 媚 出 来 。 
通过 必 迪 明 曲 粮 C 的 外 估 委 ， ! 英明 弧 的 交 是 ， 而 以 洪 明 测 数 了 (zx) 在 C 上 模 帅 
的 最 大 值 , 划 将 有 


| | J (Wd8 < [f (2) [as< a 


假定 G 是 有 界 颌 域 ,而 1(2) 是 在 它 赛 渴 的 日 什 正则 解析 囊 数 。 闭 G 内 的 于 曲 焰 
C 相 营 族 点 , 划 


froaz=o。 
着 是 基本 的 积 牙 定理 ,通常 叫做 柯 四 - 率 南 隧 (Gloursa 巷 定理。 
车 颌 域 G 不 是 音速 通 的 , 草 在 道 喜 移 的 所 有 开 曲 粮站 非 全 是 等 价 的 , 访 
人 1ae-|。 f(a) d=0, : 


假定 其 中 Ci 和 Cs ( 忆 们 搜 同 一 方向 环绕) 是 签 价 的 。 
在 基本 定理 的 休 件 下 , 台 下 的 等 式 ( 柯 西 积 从) 成 立 : 


To i 


本 
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(4) 1 0)= wr, LY, 


其 中 z 是 在 C 内 的 任 一 让 , 且 党 正 镜 C 时 导 个 曲 丸 所 图 成 的 领域 保持 在 由 模 的 左 沉 。 
同样 ,假定 4G 篇 非 旭 连 通 颌 域 , 则 在 以 上 别 共 曲 糠 C1、 C2 所 作 的 假定 之 下 ,对 於 曲 
粮 C1、 C2 所 图 成 的 合 域 内 的 任意 点 z， 入 的 各 成 立 


(2) = <-: 2x1 7|o fo 4， 
且 赏 前 烧 Ci 时 颌 城 仍然 是 在 尼 的 左 过 。 
由 柯 四 积分 (4 ) 推 得 ， 正则 的 解析 硬 数 具有 各 闯 志 数 ， 而 且 
(5) 1 v0 = | Ho 


0 (他 一 g) | 
在 (5 ) 内 取 以 点 2 篇 中 心 五 六 沾 公 的 面 周作 入 由 C, 命 810) 在 C 上 的 模 数 的 
下 大 什 篇 妇 ， 其 可 求 得 


|f (2) | EM 


着 就 是 所 神 正 则 醉 数 的 琳 数 的 柯 西 不 等 式 。 
命 辑 |z| <B 
在 使 /(z) 是 日 值 正 划 解 析 函 数 的 领域 内 。 道 时 ,由 柯 下 积分 推 得 , 当 |#|] < 时 ， 


(6) f (2) =iw(0)+ | ee u(B, Hd0, 
其 中 (0) 是 了 (2) 在 点 0 由 的 碟 数 部 份 , 而 4(B, 办 是 了 (2) 在 点 Bet 让 的 实数 部 份 。 
才 就 是 所 衣 什 乱用 次 公式 。 取 在 浪 及 有 各 的 实数 部 份 , 且 命 

r=reies (r<E), 


zu 


则 涪 出 波 阿 染 CPoisson) 公式 
1 R2— ?2 , 
‘7) 9) =| pre 0 


由 构 王 - 获 党 方程 及 正则 解析 豆 数 的 各 航 洒 数 的 存在 得 到 : 正则 解析 品 数 的 实数 
部 份 ( 妈 及 碟 雪 部 份 ? 背 足 拉 普 拉 斯 方程 


六 + 名 =” 
也 就是 隅 和 缠 数 。 相 反 地 , 当 於 任何 的 需 和 西数 +， 可 求 出 所 锅 共 四 的 弱 和 画 数 


av 9v ou ou 
v=| -drt 人 y= |- 于 0 十- 避 鳃 ， 


它 具 有 考察 的 性 质 , 郎 使 基 
记 三 包 十 谍 
是 正 划 的 解析 沁 数 。 
取 任意 的 各 耻 连 灶 且 具有 遇 戎 27 的 陋 数 了 (人 ， 且 在 公式 ( 6 ) 及 (7 ) 中 用 F(2) 
代替 u(, 8) ,我 们 将 得 出 两 个 四 界 阅 题 的 解 。 部 公式 (6 ) 夫 与 正则 的 解析 画 数 在 加 
内 的 下 和 示 式 , 但 其 实数 部 份 在 辕 周 上 取 已 知 的 数值 , 而 公式 (7 ) 夫 熏 闫 和 本 数 在 加 内 


AL Ce arr 可 me -rm 一 中 一 < 一 re EE er : - … --- -一 站 rw rE 
ds mr 人 一 人 


Te 


到 
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的 表示 式 , 在 图 同上 则 了 芭 已 知 的 数值 。 道 样 , 我们 着 拖 有 吉 里 精 琳 赔 芽 当 颁 域 筷 图 时 
的 解 。 注 意 ,“ 男 数 在 图 周 上 取 已 知 的 数值 ”着 铅 疾风 当 了 解 篇 过 种 总 闵 : 当 点 沿 圆 的 
中 乱 赵 近 太 轩 周 时 , 国 数 赵 苓 棉 限 ,过 一 极限 值 毕 於 事 数 在 图 周 上 夫 与 的 值 , 且 寺 假定 
殴 数 在 考察 的 点 上 是 违 粮 就 多 了 。 
(d ) 解 析 函 数 的 轩 籽 数 展开 ”上 途 已 烃 提 过 ,在 茶 一 颌 域 G 内 单 值 正则 的 解析 疼 
数 f{z) 可 慌 成 以 下 形状 的 灯 数 


f(2) = ons -20)%, 


着 一 报 数 在 以 点 20 篇 心 的 某 一 图 内 代 类 酌 数 f (2) 。 送 是 函数 /(2) 的 功劳 氏 圾 散 , 即 
保 数 ck 用 以 下 公式 确定 


Eo ep 


0 = (#0) 
dd " 
届 je) 让 图 弄 


r<|ls—al <B 
内 是 日 值 的 正则 解析 丁 数 ,其 在 道 一 面 王 内 , f (2) 可 展 成 以 下 形状 的 医 砚 烤 

之 OZ 一 0 
它 不 耗 包 合 ?一 a 正 的 乘 疹 ， 上 自信 2 一 a 恩 的 生 祷 。 高 出 的 极 数 中 做 努 肿 Den 
家 孝 。 洗 的 保 数 可 用 以 下 的 公式 求 出 来 : 


= f (2) 
z 一 |. (g—0) k+l 2, 
其 中 积分 所 沿 的 曲 粮 工 是 加 局 
[a—al 一 人 


(而 ， 9 篇 任 意 数 ,但 应 满足 不 笑 式 <g< 忆 或 者 是 任意 的 在 图 绚 内 而 于 上 选 所 提 到 的 
图 局 等 价 的 曲 粮 。 

特别 的 ,假定 日 值 画 数 了 (2) 在 四 

12 一 | <B 四 

内 去 持 忆 的 图 心 4 和 后 是 正 妈 的 解析 画 数 , 则 f(z) 在 站 一 “穿孔 的 图 内 可 展 记 劳 子 般 
数 。 送 个 图 心 十 函数 12) 的 狐 立 奇 里 点 。 全 体 z 一 a 的 项 数 乘 活 的 项 叫做 1 (2) 在 考 
察 的 奇 受 点 感 的 主要 部 份 。 若 道 主 可 部 份 包含 扰 祷 多 项 ， 剧 奇 县 点 叫做 本 性 奉 虹 点 。 
兰 主 村 部 份 禾 包 含有 限 的 项 , 部 当 < 一 nl 时 全 体 的 ak 都 等 於 堆 ， 则 何 县 点 叫做 非 本 
性 奇 时 点 或 中 做 栓 点 。 当 < -% 时 ak=0 且 4-n 生 0(n>0) 则 遵 个 a 贡 做 1% 表 村 
站 。 

生硬 斯 股 垃 断 在 1876 年 人 前 证 明了 一 个 非常 重要 的 由於 音 值 解析 溺 数 在 其 本 性 在 
县 点 的 于 域 的 状 胡 的 定理 ,假定 站 一 本 性 奇 娘 点 需 苹 夯 数 另外 的 本 性 奇 娘 点 是 狐 立 
的 ,就 旺 或 者 是 新 立 的 本 性 奇 爱 点 ,或 者 是 极点 的 极限 点 。 在 考 样 点 的 任 一 卷 域 , 王 数 
f( 急 所 取 的 值 可 以 和 预先 栓 贵 的 任意 数 任意 地 接 和 下。 

西数 在 极点 郑 域 的 情况 就 不 同 了 :党 赵 近 於 极 点 时 , 豆 数 的 模 钴 限 增 大 。 

最 征 , 膛 有 一 可 能 性 。 西 数 /1(s) 在 孤立 奇 办 点 的 奖 城 是 有 界 的 。 在 道 一 情形 , 硅 
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县 点 是 可 以 除去 的 ， 朗 般 党 的 定 闵 本 数 在 所 考察 的 点 的 值 合 ,， 遵 个 点 可 以 人 释 乱 不 是 奇 
办 点 。 

(e ) 共 形 窟 像 “” 急 定 在 z 焉 面 上 的 某 一 颌 域 G 内 , 栓 奥 齐 值 连 太 丕 数 
(8 ) w=f (2)o 
煌 定 用 第 二 平面 (w 平面 ) 上 的 点 来 火 示 复数 v， 我 们 可 以 用 本 数 ( 8 ) 对 於 侨 域 4 内 
的 每 一 点 过 赣 w 平面 上 的 某 一 点 。 换 句 话 珊 , 由 斑 数 (8 ) 将 > 平面 上 的 颌 域 G 写 像 
在 w 不 面 上 某 一 个 点 集合 。 

特别 重要 的 是 那些 正则 解析 渭 数 J(z) 所 作 的 写 像 。 

角 f(z) 是 正则 解析 函数 , 且 避 在 颌 域 G 内 的 某 一 点 20 着 f (2) 的 滞 数 不 锋 厂 霍 ， 
则 点 zo 的 充 牙 小 的 劣 域 互相 单 值 地 上 卫 速 粮 地 写 像 在 w 平面 上 的 某 一 俩 域 , 泥 包 含 点 
wo 二 f(z0) 。 同 时 通通 贴 so 的 两 曲 特 阅 的 来 角 , 写 像 到 w 平面 上 的 角 大 小 方向 相同 ， 
且 在 点 ?0 寅 像 的 粮 性 比例 尺 对 於 通 通 zo 的 各 曲 粮 是 相同 的 。 所 以 上 术 的 寅 像 叫做 共 
形 寅 像 (无 限 小 部 份 相 似 ) 。 

仿 特 由 述 共 形 写 像 理 芥 的 基本 定理 。 

定理 1，( 黎 受 , 喀 刘 楼 阿 岛 雷 carathéodory) 。 2 平面 上 的 每 一 个 单 连通 颌 域 
G, 具有 多 於 一 个 的 于 界 点 (着 是 意味 善 除去 全 平面 以 及 穿孔 的 平面 ), 能 钢 有 铸 窍 多 
方法 互相 单 值 地 及 共 形 地 写 像 到 w 在 面 上 的 单位 图 内 : 

《9 ) lwl<1o 

如 果 使 领域 9 的 已 知 点 zo 与 茶 一 个 粮 烷 , 序 在 遵 个 点 上 的 某 一 个 方向 释 需 加 (9) 
内 具有 蕊 知 栋 到 的 已 知 点 , 则 将 颌 域 G 寅 像 篇 单位 图 的 寅 像 只 有 一 个 。 

定理 2， 若 音速 通 领 域 的 境界 是 没有 重点 的 连 粮 曲 煌 , 则 当 将 儒 域 共 形 写 像 需 国 
的 时 个 ,对 讲 是 互相 寥 值 的 扯 连 炉 的 一 直到 境界 。 

”” 剖 时 , 要 唯一 地 雄 定 写 像 画 数 ， 只 须 使 信 域 境界 上 三 个 随意 选择 的 点 各 绝 息 转 周 
上 的 也 是 随意 选择 的 ,但 按 强 烧 曲 烷 的 顺序 排 烈 的 三 个 点 。 

下 殉 对 禹 原理 对 构造 共 形 写 像 的 本 数 常 有 很 大 的 用 盛 。 

泽 称 原理 ”命令 域 Cs 的 境界 有 壮 糠 股 或 图 弧 0, 而 领域 Gw 的 境界 有 时 株 有 耻 或 加 
弧 B, 而 且 党 

蕊 二 f(z) 
将 颁 城 G2 帘 像 篇 Gu 时 境界 耻 4 释 篇 8B 。 

坦 时 ,可 将 画 数 了 (#) 解析 并 本 过 弧 < 。 杰 得 到 半 个 开拓 党 须 把 殿 点 2 关於 68 对 
稍 的 点 w* 取 篇 画 数 w 在 与 贴 z 关於 a 对 称 的 点 zx* 上 的 值 。 

什 澳 样 的 点 中 做 对 厅 埋 粮 侦 某 称 的 点 ,无 项 襄 明 。 如 果 我 们 取 图 弧 以 代 和 车 音 粮 
阴 , 那 麻 党 两 个 贴 在 由 加 心 所 射出 的 同一 条 射 糠 上 ， 且 道 雨点 放 贺 心 趾 内 的 乘积 等 从 
贸 的 牛人 径 的 平方 时 , 则 中 寺 两 个 点 逢 泛称 的 。 

知 时 名 的 是 把 人 加 下 人 下面, 于 用 对 和 怕 双 要 忆 才 出 写 像 酌 数 来 。 
避 针 必须 注意 ,在 道 种 情形 之 下 ,分 式 粮 形 函数 


_ ag+b 
ca * 
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是 党 像 尔 数 。 
例如 ,把 加 12| 天 已 
寅 你 篇 单位 图 Iw| <1, 
本 同时 使 粘 zo(|20| < 五) 恬 篇 点 w=0 的 画 数 谭 党 有 有 以 下 的 形状 
1 etd BRE(2— 20) 
BR2~— 208 ” 


其 中 了 是 任意 的 实数 。 
人 |z| = 继 到 回 周 | 四 | =1, 且 点 z0 释 到 W= 0， 故 6 的 泛称 点 


一 元 必须 缕 到 ; 在 面 上 的 铸 限 训 点 。 潮 就 意味 着 


_ mV_8 一 知 - -nm Bs~ 0) 
如 一 人 网 本 号 一 人 Ry 
20 
其 中 C、O 是 第 数 。 但 点 “= 五 继 到 哩 位 贺 周 上 的 点 。 故 数 
dmd 
hh- 20 
的 模 数 必须 等 1， 由 此 得 
C= 
Ty 其 中 8 是 实 常 数 。 
变换 : = 二 
路 做 肥 演 。 篇 了 得 出 点 脱党 把 2 继 到 sz* ,2z* 关 基 四 周 
|z|=1 
和 2 对称, 然后 把 入 崇 到 蝴 从 实数 灿 仍 对 入 的 点 。 -不 而 上 零点 反 形 后 对 赚 基 另 一 
平面 上 的 无 限 训 点 。 
车 想 研 究 任 意 柄 数 
w= (2) 
在 无 限 这 点 卷 域 的 情 说， 划 可 命 
z=1 
t 棕 
而 研究 两 w=/(T)=90) 
在 震 点 的 郑 域 的 情 沉 。 


现在 再 来 总 一 就 将 * 平面 上 有 须 的 多 角形 领 城 G 写 像 乱 图 jw| < 工 的 共 形 罕 像 的 
问题 。 命 领域 C 是 用 
l C2y yg Pn 
作 顶 点 的 ?角形 , 且 用 


Xl, 业 No, 4 Hn . 


作 内 角 。 


站 i tt 
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其 次 ,假定 浅 些 项 点 的 像 是 点 (预先 是 不 知 的 ) 
W122 Wn, 


在 道 样 的 情形 下 , 帘 像 的 西数 具有 以 下 的 形状 
性 二 c| (WwW— WN — Wo sl.., (W ~ Wn ) ox-1dw+-0’, 


其 由 C、C' 是 革 二 个 常数 。 右 婉 的 积 修 叫做 什 瑟 尔 次 - 克 雷 斯 陶 非 评 积 分 。 
庙 移 包含 24 十 4 个 宾 参 数 ,证 每 个 C 及 C 包含 两 个 参数 ,然后 7 个 角 4, 最 后 图 
同上 的 点 wx 可 用 % 个 寅 参数 确 定 。 在 量 ui 之 了 阐 具 有 以 下 的 关 保 


“10) =n-2, 


它 右 明 多 角形 内 角 的 和 等 礁 多 角形 的 过 数 减 去 二 再 科 以 x 。 
除了 方程 (10) 外 ,我 们 将 得 出 2n 个 方程 
5 二 SO (X=1,2,.…,n), 
站 是 因 乱 稳 量 间 的 每 一 个 竹 式 可 从 成 袜 量 间 的 两 个 等 式 。 

我 悄 共 槐 有 2 十 1 个 方程 , 但 存在 着 2 十 4 个 待定 参数 。 省 样 , 址 留 下 二 个 参数 
可 以 任 前 。 深 员 下 列 夷 实 完 全 一 致 , 写 像 党 输出 在 围 成 领域 的 曲 糠 上 的 三 个 点 的 像 时 ， 
”就 完全 厂 定 。 

注意 ,将 多 角形 G 写 像 乱 上 中 平面 ww 的 机 数 有 相同 的 形式 。 唯 一 的 差别 只 是 , 允 
角形 项 点 wx 的 像 现在 是 实 辆 上 的 点 (在 有 限 距离 内 )。 和 

(了 ) 整 函数 及 有 理 型 水 数 ”在 除去 无 限 这 点 的 平面 《穿孔 的 平面 ) 上 荐 正则 的 娃 
值 解析 函数 ,叫做 整 副 数 。 

若 我 们 取 一 震级 数 使 在 任 一 点 的 郑 域 夫 示 整 画 数 , 则 尊 一 般 数 在 必 的 整个 存在 倒 
域内 仍然 才 示 我 俏 的 整 酌 数 。 换 何 话 策 ， 在 考察 的 情形 中 ， 一 粗 桥 级 数 ( 投 定 六 , 它 是 
解析 曾 数 ) 可 由 其 中 的 一 个 元 束 粗 成 。 

命 粉 与 的 整 辑 数量 


f (2) = BD anenro 
作 变 澳 “一 荆 ， 我 们 将 得 到 以 下 的 糙 给 : 过 一 般 数 可 以 如 篇 是 对 从 鳞 限 这 点 郑 城 的 当 


好 烽 数 。 钴 限 这 点 或 者 是 极点 或 者 基本 性 奋 办 点。 

落 从 某 一 个 mm 开始 , 以 后 的 所 有 an 全 是 零 ， 则 我 人 将 得 出 标点 的 情形 。 在 间 一 
情形 , (2) 是 有 理 整 侈 数 或 多 项 式 。 

若 f (2) 的 展开 式 包含 乱 窟 多 项 , 旭 /sz) 叫做 超越 整 画 数 。 

若 整 档 数 不 是 常数 , 划 在 穿孔 的 平面 内 不 能 是 有 异 的 。 汗 一 定理 叫做 留 生路 定理 ， 
可 以 很 容易 由 柯 西天 从 于 数 的 不 等 式 臣 明 写 。 

由 初等 代数 知道 ,任何 的 有 理 整 剖 数 

f (2)=pos"-F p21 pn 

可 以 用 以 下 的 形状 用 示 出 来 : 。 ] 
1 2) = 2D (4— 22) "(FP— pn) 


- 加 as nr. "rr Ee pr rt 
ee pp i TT ee Tr EE i a PT "tn Em i Tm mT ERE Pi 


Np mr 
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其 由 红 ，22 2 十 它 的 零点 。 
超越 整 本 数 也 可 己 类 似 地 展 坑 乘积 。 省 误 我 们 和 将 于 出 卫 二 斯 胶 拉 斯 定理 。 
命 / (3) 是 超越 整 阔 数 。 假 定 它 的 零点 有 和 扰 窟 多 个 ， 则 在 有 限 的 距离 内 讼 有 极限 
帕 , 因 篇 零点 的 极限 点 是 两 数 的 奇 且 点 。 所 以 隙 数 /(z) 回 僚 “=0 的 零点 
z 0 
可 以 依照 模 数 据 大 的 瓶 序 排列 篇 
lalelel eenl < 
在 遗 样 的 情形 下 有 如 下 的 多 项 式 的 做 列 
Pi(2), Pal2), 7 Pn(g)s 


~ onoH(e) TT /1 2 \ pps 
存在 ,使 f(s) =2 aw) TT(1 2 ) ep 


K 
其 中 整数 nm 之 0，, 而 了 (8) 是 整 融 数 。 潜 预先 去 掉 有 者 颌 域 G 内 使 因 了 于 (个 有 限 个 ) 
绎 篇 办 的 贴 , 上 则 道 一 很 策 有 习 积 在 过 样 的 僻 域 内 一 政 钱 。 视 出 的 展开 式 沽 然 指 明 画 数 
夏 2) 的 霉 点 是 什么 。 因 子 
CT 02) ， epxr(s) 
夷 明 没 有 过 点 的 整 贺 数 , 因子 
epPr(g) 
的 作用 是 保 际 无 第 腰 积 的 收敛 。 
一 个 最 简 趴 的 例 是 枫 数 


ps 6 (1+ 生 )e 名 


其 中 大 尤 拉 常 孝 。 
其 次 的 例 是 酚 数 
S] 卫 和约 一 NZ TT (1 过 “)e =ms 站 (1- 与 )。 


在 荡 积 符号 上 的 撤 故 明 %= 0 的 因子 峭 当 不 要 。 

全 来 忒 有 理 济 琴 数 。 汗 是 在 有 限 距 座 内 的 奇 呈 点 让 有 极点 的 单 值 解析 辣 数 。 

最 简 四 的 有 理 型 辆 数 是 有 理 从 式 。 如 同 在 代数 学 内 已 经 知道 的 , 每 一 个 有 理 耸 式 
一 方面 可 用 珊 个 多 项 式 的 比 砂 示 出 来 , 荔 一 方面 可 以 高 成 部 份 修 式 及 整 式 部 份 之 和 。 
同样 的 类 示 法 可 以 用 到 任意 和 的 有 理 弄 了 醒 数 。 

第 一 ,每 一 个 有 理 型 图 数 是 两 个 整 蜀 数 的 比 。 

第 二 ,有 理 型 柚 数 可 以 展 成 简章 琐 数 的 特种 极 数 。 对 上 和 些 展 并 式 由 米 塔 克 - 里 费 蘑 
评 (Mittag-Le 掉 em) 定理 建立 起 来 。 定理 如 下 

会 了 (z) 是 有 理 型 陋 散 且 命 cl，cz，… 是 它 的 极点 (彼此 全 不 相同 )， 傅 照 模 数 增 
大 的 顺序 排列 起 来 : 


a 委 |c| 过 … 委 |o| 大 


十 … 十 一 2 一 


i 
yi + (a0n) m1 PE 


其 次 , 命 hn(%) = 


是 融 数 下 (8) 类 於 极点 cn 的 主要 部 份 。 


252 榨 加 部 数 询 类 更 


在 道 样 的 情形 下 ,有 
8 2 一 (2) 十 fi 《2 — pn(2)}, 


其 中 f (2) 基 整 醒 数 , 而 pn(?) 是 多 项 式 。 著 法 挤 有 界 僻 域 内 使 其 中 的 项 (项 有 有 限 个 ) 
篇 敢 点 的 点 , 则 道 一 般 数 在 首 培 的 每 一 有 界 颌 域内 是 均一 收 钱 。 在 有 限 距 元 内 没有 
晏 此 的 多 项 式 Dn(z) 的 作 月 是 保 姓 粗 数 的 收 做 性 。 

米 堪 克 - 里 上 费 菜 放 定 理 的 最 简 旭 的 例 是 以 下 的 展开 式 

"te ra= 记 + 加 (zt) 
2 所 
Sim2TZ = 之 (zg—n)2° 

( g ) 留 数 定 理 命 1 (2) 是 在 某 一 领域 4 内 臣 基 有 孤立 奇 暴 点 的 嘿 值 解析 画 数 。 

若 a 是 道 些 奇 肛 由 中 的 一 个 , 且 工 是 开 曲 煤 , 在 工夫 窑 有 a 点 而 不 包 合 1 (4) 的 另外 的 


” 奇 且 点 , 划 量 
2 1 1 (2) 4 
(其 中 沿 工 的 积 从 取 正 方向 ) ,叫做 责 数 72) 在 a 点 的 留 数 。 
用 符号 Res f (2) 
以 下 示 留 数 。 z 


若 在 境界 卫 内 f (2) i Qi G2, :Qn 有 则 
i | f (2)d2= 到 Rés Je) 。 


遵 样 , 秆 分 | fa . 


的 对 算 属 千 烈 求 画 数 f(s) 的 留 数 。 
斑 数 在 4 点 的 留 数 等 认 图 数 按 2 一 4 的 条 社 的 劳 职级 数 属 并 趟 中 


de 


gi 


“的 偶数。 


引 于 出 男 数 在 钴 限 泪 点 的 留 数 是 有 从 的 。 也 等 大 而 数 在 乱 限 这 点 的 劳 耶 灿 数 中 
1 


避 

的 保 数 把 号 。. 

今 假 定 1(#) 是 有 理 济 加 数 。 在 道 样 的 情形 中 ,车 礁 任 意 有 限 距离 内 的 点 so, 下 
这 的 展开 式 成 立 ; 
(11) /2) = (gs0) 8{ A0t A1(2 — 80) + A2(2 — 20)2+…}, 
其 中 是 整数 ( 正 获 、 真 数 或 罕 ) ,但 保 数 4o 则 虹 於 罕 。 

车 上 是正 数 、 则 20 点 是 酌 数 f(z) 的 圭 上 站 起 且 是 丰 枫 的 窗 点 。 

车 = -是 尼 数 , 则 点 zo 是 1 括 的 极点 。 
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等 式 (11) 可 以 取 对 数 , 然 数 再 求 弄 数 。 渤 梯 的 方法 得 出 展开 式 
大 = + bot+Bi(s— 80) 十 Bo 一 20) 二 


f (2) ¢— 0 
i 我 们 看 出 , 驻 数 
, f' (2) 
2) ’ 
部 有 理 测 画 数 的 对 数 的 斑 数 仍然 是 有 理 型 下 数 卫 科 具有 一 圾 的 极点 。 对 数 的 注 数 的 
标点 古 : 


(1 ) 原 来 的 画 数 的 者 点 及 (2 ) 原 来 的 画 数 的 极点 。 | 
同时 对 数 的 导数 的 留 数 符 基 零点 的 圾 (在 第 一 种 情形 中 ) 及 极点 的 磋 的 鼻 值 (在 第 二 种 
情形 中 )。 

车 有 理 型 丽 数 / (z) 在 境界 L 上 没有 极点 且 不 篇 零 ,但 在 工 内 具有 堆 点 
bisboy sbny 


它 俏 的 极 和 外 别 古 
Bi, Be,'** ,Bn; 
有 其 有 极点 CC2 9 
它 俩 的 圾 从 别 古 
CC29 ydme 
1 f (2) 1 Sp 
Ba 
人 计算 5 地 的 罕 点 (以 及 极点 ) 时 ， 篇 方便 计 ， 算 作 * 个 点 。 遂 翌 几 算 常 常 中 做 标 近 
革 算 。 适 样 ， 
i 人 f'(2) 
pa L f(z) de 
签 基 画 数 f(z) 在 工 内 ,投标 堆 计 算 的 圭 点 的 数目 和 控 桂 淮 寺 算 的 检点 的 数目 的 瘟 。 
由 以 上 和 争 述 容易 署 出 , 洗 千 於 呈 
1 f'(g) dg 


Bair 一 CC ! 


假定 , 豆 数 了 2) 在 境界 上 上 没有 极点 且 不 到 值 c 。 


|nformatlonI 


CN | 号 


